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Predgovor

Ova su skripta proizasla iz drugoga dijela nastavnoga teksta Uvod u logiku [8],
koji je za potrebe sveuciliSne nastave logike sastavljen 2001. godine, znatno izmi-
jenjen 2007. godine, te je posebno doraden za ovu priliku. Rije€ je o dijelu koji
se bavi metateorijom klasi¢ne iskazne logike i logike prvoga reda, moguénostima i
posljedicama ukljucivanja metateorije u predmetnu logiku, kao i osnovnim znacaj-
kama logike viSega reda.

Namjena je ovih skripta posluZziti kao podloga za nastavu u logi¢kome kole-
giju srednje ili viSe razine na sveuciliSnome studiju filozofije, kao i na drugim
studijima koji u sklopu nastavnoga programa predvidaju logiku. Taj se kolegij
nadograduje na uvodni kolegij o osnovama klasi¢ne iskazne logike i logike pr-
voga reda. Osnovni pojmovi i spoznaje koji se pretpostavljaju u tekstu, osobito
oni na koje se u njem izricito upucuje, sazeto su prikazani u tre¢em, dodatnome
dijelu (a znatno opSirnije u Uvodu u logiku, kao i u [9], gdje se gradivo izlaze u
uskoj povezanosti s rjeSavanjem zadataka). IzloZeno se gradivo moZe obraditi u
jednosemestralnome kolegiju s 2—4 sata nastave tjedno.

Zahvalnost na korisnim primjedbama, prijedlozima i ispravcima dugujem re-
cenzentima, te Dragani Sekulié, Slavenki Toki¢ i Berislavu Zarniéu. Zahvalan sam
i svim studentima koji su niz proteklih godina svojim komentarima i ispravcima
pomogli u postupnoj doradi nastavnoga teksta za ovaj kolegij.

Srec¢ko Kovac
Zagreb, 10. lipnja 2013.
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Poglavlje 1

UVOD

Logika kao disciplina ima kao svoj sredi$nji predmet zaklju¢ivanje na reCenica-
ma odredenoga jezika. Vidjet cemo da formalna teorija i postupci zakljucivanja
stoje u logici u najuzoj svezi s teorijom istine i s teorijom predmeta i njihovih
svojstava i odnosa. ZakljuCivanje ima dvije strane. Sa znacenjske (semanticke)
strane, nikada iz istinitih premisa valjanim zaklju¢ivanjem ne dobivamo neistinit
zaglavak, tj. podemo li od istinitih premisa, ako smo valjano zakljucivali, zaglavak
¢e takoder biti istinit, tj. bit ée posljedica premisa. S formalne (sintakticke) strane,
valjanost se zakljucka sastoji u ispravnosti primijenjenih oblika zakljucivanja (pra-
vila): polazeci od premisa, primjenom ispravnih oblika zakljucivanja dokazat Ce-
mo na valjan nacin zaglavak.

Kao i zakljucivanje, tako semanticku i sintakti¢ku stranu ima i jezik na recenica-
ma kojega se odvija zakljucivanje. On, s jedne strane, sadrZi odredene izraze, a s
druge strane, 1 vrjednovanje kojime se izrazima odredena oblika pridruzuje neko
znacenje (kao njihova vrijednost). Odgovarajuci tomu, i opis logickoga jezika ima
dvije strane. Sintakticki se opis jezika sastoji od rjecnika (popis osnovnih sim-
bola) i gramatike (pravila za tvorbu jezi¢nih oblika=formula); semanticki opis
pak definira tumacenje i modele kojima odredujemo znacenja simbola i formula.

Na odreden nacin definirano zakljuc€ivanje, i pripadni jezik na kojem se odvija
zakljucivanje, ¢ine jednu logiku, koja je, uz druge sli¢ne ili razli¢ite logike, pred-
met koji proucava logika kao znanstvena disciplina. U skladu s gore recenim,
svaka logika (kao predmet), sa svojim jezikom i zaklju¢ivanjem, ima sintakti¢ku i
semanticku stranu, $to se dade prijegledno prikazati sljede¢om tablicom:
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| LOGIKA | Sintaksa | Semantika
Jezik, & rjecnik, gramatika | model, tumacenje
Zakljucivanje | '+ p I'ep
dokazljivost posljedi¢ni odnos

Pritom

e Z (obi¢no s nekim pokazateljem, npr. .%;) ime je nekoga formaliziranoga
jezika,

e [' = p Citamo: iz skupa iskaza I' (semanticki) slijedi iskaz p,
e [+ p Citamo: iz skupa iskaza I" dokazljiv je iskaz p.

Opisujuci neku logiku 1 proucavajuci njezina svojstva, razvijamo odredenu teoriju
o toj logici, tj. metateoriju te logike, i sluzimo se metateorijskim jezikom, meta-
jezikom, kojim govorimo o toj predmetnoj logici i njezinu (formalnome) jeziku.

U ovome kolegiju naglasak nece biti na samome definiranju predmetne logike,
njezina jezika i sustava zakljucivanja (Sto je, zajedno s uvjezbavanjem logic¢kih
tehnika 1 metoda, teZiSte uvodnoga kolegija iz logike, v. ovdje tre¢i dio), nego
na proucavanju daljnjih sintaktickih i semantickih svojstava tako definirane pred-
metne logike i jezika, a osobito na meduodnosu (odgovaranja i neodgovaranja)
sintakti¢ke i semanticke strane logike, i na samome meduodnosu predmetne logike
1 njezine metateorije. Jedno je od glavnih pitanja, primjerice, ono o potpunosti de-
duktivnoga sustava (koji je sintakti¢an): moZe li se svaka semanti¢ka posljedica
predmetne logike dokazati u deduktivnome sustavu to logike?

Nas ¢e predmet biti iskljucivo klasi¢ne logike. Pritom mislimo na niz obiljeZja
koja se uobicajeno podrazumijevaju kad je rije¢ o klasi¢nim logikama. To su dvo-
vrijednosne logike u kojima vrijede zakoni protuslovlja i iskljuenoga srednjega,
poveznici imaju istinitosno-funkcionalnu semantiku s De Morganovim zakonima,
predmetno je podrucje neprazno, a posljedice u zakljucivanju ostaju o¢uvane pri
dodavanju premisa (monotonost). Logika koju ¢emo u prvome dijelu proucavati,
jest klasi¢na iskazna logika i klasi¢na logika prvoga reda, s kojima se upozna-
jemo i koje uvjezbavamo u uvodnome kolegiju iz discipline Logike. Tomu éemo,
u drugome dijelu, pridodati 1 (a) poseban oblik primijenjene logike prvoga reda,
koja sama sadrzi vlastitu sintakticku metateoriju, kao i (b) klasi¢nu logiku viSega
reda. Treci dio jest dodatak koji sluZi kao popratan tekst, prije svega, prvomu di-
jelu, osobito u svrhu pronalaZenja referencija koje se odnose na iskaznu logiku i
(opcu) logiku prvoga reda.



Dio I

SVOJSTVA ISKAZNE LOGIKE I
LOGIKE PRVOGA REDA






Poglavlje 2

SVOJSTVA LOGICKOGA JEZIKA

U razmatranjima o klasi¢noj iskaznoj logici i logici prvoga reda zanimljivo je
pitanje je li logicki jezik kojim se sluZimo (%}, .Z,, v. ovdje, treci dio), s pete-
rim poveznicima (-, A, V, —, <) 1 dvama koliCiteljnim simbolima (V, 3) jedini
moguci, ako je i on dostatan, ili se moZe svesti na jezik s manje simbola i oblika.
Primjerice, jesu li logicki djelatelji medusobno svedljivi? S tim je pitanjem po-
vezano 1 pitanje ima li nekih op¢ih oblika formula na koje se mogu svesti sve
formule elementarne logike.

2.1 Izrazajnost poveznika i svodenje jezika .Z;

Svakomu iskazu jezika .Z; odgovara istinitosna funkcija koja uredenomu skupu
istinitosnih vrijednosti jednostavnih podiskaza (lijeva strana istinitosne tablice)
pridruzuje istinitosnu vrijednost cijeloga iskaza (glavni stupac na desnoj strani
istinitosne tablice) (v. definiciju 8.8 u Dijelu III). No odgovara li i svakoj isti-
nitosnoj funkciji neki iskaz jezika .%;? Drugim rije¢ima, moze li se jezikom .Z;
izraziti svaka istinitosna funkcija? Kako se naCin pridruZivanja istinitosne vrijed-
nosti (iskaza) uredenomu skupu istinitosnih vrijednosti (neposrednih podiskaza)
izraZzuje poveznikom, nase se pitanje pretvara u pitanje “je li skup poveznika
{—, A, V, >, &} izrazajno potpun?”.

Prije nego odgovorimo na gornja pitanja potrebno je podrobnije razjasniti po-
jam istinitosne funkcije.
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2.1.1 Istinitosne funkcije

Uévrstimo i precizirajmo pojam istinitosne funkcije.! Sto je to istinitosna (iliti
Booleova) funkcija? To je funkcija kojoj su argumenti istinitosne vrijednosti,
a vrijednost funkcije je takoder istinitosna vrijednost. Pritom argumenti Cine
uredenu n-torku.?

Npr. konjunkciji odgovara istinitosna funkcija s dvama argumentima koja urede-
nomu paru argumenata (i, i) pridruZuje vrijednost i, a svim ostalim parovima
pridruZuje n. Pogodbi odgovora istinitosna funkcija s dvama argumentima koja
uredenomu paru (i, n) pridruZuje vrijednost n, a svim ostalim parovima vrijednost
i. Opéenito:

DEriNnicua 2.1 (ISTINITOSNA FUNKCUA) Istinitosna funkcija s n argumenata jest pri-

druZivanje istinitosne vrijednosti svakoj uredenoj n-torci istinitosnih vrijednosti.
(1li, drugim rijecima, istinitosna funkcija s n argumenata jest preslikavanje sa

skupa uredenih n-toraka istinitosnih vrijednosti u skup istinitosnih vrijednosti.)

Istinitosne funkcije moZemo prijegledno prikazivati tablicom, osobito funkcije
s jednim ili dvama argumentima. Istinitosnih funkcija s jednim argumentom ima
Cetiri, 1 prikazane su Cetirima stupcima desno od vertikalne crte u sljedec€oj istini-
tosnoj tablici:

Istinitosne funkcije s dvama argumentima prikazujemo tablicom s Cetirima red-
cima (svaki za jedan ureden par istinitosnih vrijednosti). Tih funkcija ima ukupno
24 = 16:

i ij/i i i i i i1 i innnnmnnmnn
injiiiinnmnniiiinnmnn
n iji i nnmiinmniinniimnn
nniinimndininininimnin

MoZemo uociti da su sve istinitosne funkcije s jednim argumentom sadrZzane medu
istinitosnim funkcijama s dvama argumentima.

'Opéenito, funkcija (preslikavanje) sa skupa A u skup B jest pridruZivanje svakomu ¢lanu skupa
A jednoga ¢lana skupa B.

?Neformalno kaZemo da je uredena n-torka ureden n-&lani skup u kojem je bitan poredak
¢lanova. Ako se skup S i S’ sastoje od istih ¢lanova, ali je u njima poredak ¢lanova razlicit, S
i S’ razli¢iti su uredeni skupovi.
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Opcenito, broj istinitosnih funkcija s n argumenata izraCcunavamo na sljedeci
nacin. Najprije izraCunamo broj uredenih n-¢lanih skupova argumenata - to je
(kako znamo) 2" (broj redaka u tablici). Zatim izracunamo broj istinitosnih funk-
cija za n argumenata - to je 2>* (broj moguéih stupaca u desnome dijelu tablice).
Npr. istinitosnih funkcija s trima argumentima ima 22’ = 28 = 256.

Kako broj argumenata raste u beskonacnost, i istinitosnih funkcija ima be-
skona¢no mnogo.

2.1.2 Izrazajno potpun skup {—, A, V}

Niz disjunktivno povezanih formula od kojih je svaka niz konjunktivno pove-
zanih slovnih formula, nazivljemo disjunktivhim normalnim oblikom (DNO).
Disjunktivni normalni oblik (DNO) kojega svaki disjunkt sadrZi, za svako zadano
iskazno slovo, bilo sdimo iskazno slovo bilo nijek iskaznoga slova, nazivljemo
potpunim disjunktivnim normalnim oblikom (PDNO).

Nadalje, kazemo da je skup poveznika izraZajno potpun u iskaznoj logici ako
i samo ako se svaka istinitosna funkcija moze u jeziku .%; izraziti iskazom koji
sadrZi samo te poveznike.

Tvrdimo da vrijedi sljedeéi metateorijski poucak (metapoucak):

PouCak 2.1 Skup {—, A, V} jest izraZajno potpun.

Dokaz Evo kako taj pouc¢ak moZemo dokazati.
Pogledajmo najprije primjer tablice:

P 0

i oii
i nj|i
n i|n
n njli

Prema prvome retku tablice, iskaz koji izraZuje tablicom prikazanu istinitosnu
funkciju, jest istinit ako je istinito i P 1 Q, dakle ako je istinito P A Q. Takoder,
prema drugome retku, istinit je ako je P istinito, a Q neistinito, tj. ako je istinito
P A =Q. Istinit je takoder, prema Cetvrtome retku, ako su i P i Q neistiniti, tj. ako
je =P A—Q istinito. Nema drugih tumacenja za koja je iskaz koji izraZuje tablicom
prikazanu istinitosnu funkciju, istinit. On je stoga istinit ako i samo ako je istinito
bilo P A Q, bilo P A =Q, bilo =P A =Q, tj. akko je istinito

(PAQVPA=Q)V (=P A=Q).
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Dobiveni iskaz ima sljedecu istinitosnu tablicu:

P O|(PANQV(PA=Q)V (=P A=Q)
i i i
in i
n i n
n n i

Glavni redak u desnome dijelu tablice odgovara vrijednostima zadane istinitosne
funkcije. Gornji iskaz neformalno, zbog bolje prijeglednosti, moZemo pisati i kao
viSeclanu disjunkciju:

PAQVPA=Q)V (=P A=Q).

Opcenito, istinitosnu funkciju prikazanu istinitosnom tablicom moZemo izraziti
nizom disjunktivno povezanih formula od kojih je svaka niz konjunktivno pove-
zanih slovnih formula, tj. formulom u disjunktivnome normalnome obliku. Pritom
se svaki redak tablice u kojem je funkcijska vrijednost i, opisuje nizom konjun-
kata koje Cine svako iskazno slovo koje je u tom retku istinito, i nijek svakoga
iskaznoga slova koje je u tom retku neistinito.

Iskaz koji smo malo prije dobili opisujuéi zadanu istinitosnu tablicu, jest u
PDNO jer svaki disjunkt za svako zadano iskazno slovo sadrzi konjunkt koji je
bilo iskazno slovo bilo nijek iskaznoga slova.

Ako se u istinitosnoj tablici samo jednom javlja i kao vrijednost funkcije, do-
bivamo jednoclani disjunktivni niz, koji je niz (makar i jednoclan) konjunktivno
povezanih formula. Stoga 1 takav oblik, bilo to, primjerice, tek P, moZemo sma-
trati potpunim disjunktivnim normalnim oblikom.

Ako pak ni u jednom retku vrijednost istinitosne funkcije nije i, istinitosnu
funkciju mozemo izraziti konjunkcijom svih iskaznih slova koja se javljaju u ta-
blici, s njihovim nijekovima. Npr.

(PA-P)AQA-O)ARA-R)A...

I takav je iskaz u PDNO jer ga moZemo smatrati jednim disjunktom koji je niz
slovnih konjunkata za svako zadano priro¢no slovo.

Dakle svaka se istinitosna funkcija dade izraziti iskazom u potpunome disjun-
ktivnome normalnome obliku. Prema tome je skup {—, A, V} izraZajno potpun. H

Da bismo izrazili bilo koju istinitosnu funkciju, umjesto PDNO moZemo uporabiti
i potpun konjunktivni normalni oblik (PKNO). Taj oblik dobivamo kad istini-
tosnu tablicu opisujemo nijecuci svako tumacenje za koje je funkcijska vrijednost
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neistina. Evo primjera:

P 0

i i|n
i nj|i
n i|n
n njli

Treba zanijekati prvi i treci redak, a to ¢inimo tako da 1) zanijeCemo P ili Qi 2)
potvrdimo P ili zanije¢emo Q. Time dobivamo sljedecu konjunkciju disjunkcija:

(=P V-Q) APV -0)

Opcenito, tumacenje u kojem je funkcijska vrijednost neistina, nijeCemo disjunk-
tivnim nizom u kojem disjunkte Cine nijek svakoga iskaznoga slova koje je u tom
tumacenju istinito, i svako iskazno slovo koje je u tom tumacenju neistinito.

Konjunktivni niz formula od kojih je svaka disjunktivni niz slovnih formula,
nazivljemo konjunktivnim normalnim oblikom (KNO). KNO kojega svaki ko-
njunkt sadrzi, za svako zadano iskazno slovo, bilo smo iskazno slovo bilo ni-
jek iskaznoga slova, jest potpuni konjunktivni normalni oblik (PKNO). Iskaz
(=P V —=Q) A (PV =0Q), koji smo dobili opisom naSe istinitosne tablice, jest u pot-
punome konjunktivhome normalnome obliku jer je to dvoclani konjunktivni niz, a
svaki konjunkt za svako zadano iskazno slovo sadrzi disjunkt koji je bilo iskazno
slovo, bilo nijek iskaznoga slova.

Ako ni u jednom retku istinitosne tablice funkcijska vrijednost nije neistina,
PKNO C¢e biti

(PV-P)V(QV-0)V(RV-RV...

Zaklju¢imo da se svaka istinitosna funkcija dade izraziti iskazom u potpunome
konjunktivhome normalnome obliku. I ta Cinjenica takoder dokazuje da je skup
{—, A, V} 1zraZajno potpun.

2.1.3 Ostali izrazajno potpuni skupovi poveznika

Metajezi¢ni znak =~ u nastavku ¢e nam oznacivati semanti¢ku istovrijednost.

Skup {_" /\’ V’ -, (_)}

Ako je skup {—, A, V} izraZajno potpun, izrazajno je potpun i njegov nadskup
{—=, A, V, —, o}, atoje skup upotrijebljen u jeziku .Z.
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Prema tome, sve istinitosne funkcije koje se mogu izraziti pomoéu — i <,
dadu se izraziti i bez njih, na temelju sljedecih semantickih istovrijednosti (koje
lako moZemo provjeriti istinitosnom tablicom):

p—q=-pVg,
p—=q==(pA-q),
peqg=pPAgV(opAg),
peq=(EpV@A(gVp).
Skupovi {—, V} i {—, A}
Nadalje, izrazajno su potpuni i skupovi {—, V} i {—, A} . Naime, na temelju De
Morganovih zakona uzetih u semantickome smislu (v. stavak 8.7 u treem dijelu):
~(pAg)=-pV g,
~(pVq)=-pA-g,
stoje sljedece semanticke istovrijednosti:
pAg=-(=pVg),
pVq=-(=pA-g),
koje iskazuju da disjunkciju moZemo izraziti pomocu nijeka i konjunkcije, a ko-
njunciju pomodu nijeka i disjunkcije.
Skup {-, —}
Takoder je izraZajno potpun i skup {—, —} jer se 1 disjunkcija i konjunkcija
mogu izraziti pomocu = 1 —:
pAg=—(p— —q),
pVvqg=-p—gq.

Te istovrijednosti moZemo provjeriti istinitosnom tablicom!

Skupovi {|} i {{}

Poveznike moZemo, napokon, svesti i na jedan jedini poveznik — bilo na di-
sjunktivni nijek, | (“ne p ili ne ¢”), bilo na dvonijek (binegacija), | (“ni p ni ¢”).
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Evo njihovih op¢ih tablica:

P q9|rlg plg
i i| n n
i n| i n
n i i n
n n| i i

Primijetimo da se disjunktivni nijek svodi na nijek konjunkcije, a dvonijek na
nijek disjunkcije.

Skupovi {|} 1 {|} jesu za iskaznu logiku izraZajno potpuni. To moZemo dokazati
svodenjem nijeka, konjunkcije i1 disjunkcije kako na disjunktivni nijek, tako i na
dvonijek:

-p = plp -p = plp
pAhg = (plglplg pAhg = (plpl@lqg
pVg = (plpl@lqg pvVg = (plgolplg.

Na ideju da se svi poveznici mogu svesti na jedan jedini, doSao je C. S. Peirce
(oko 1880.), ali je ¢lanak o tome prvi objavio americki logicar H. M. Sheffer 1913.
Deduktivni (aksiomatski) sustav za iskaznu logiku samo s poveznikom | postavio
je 1917. J. Nicod.

2.1.4 Izrazajna nepotpunost
Skup {A, V, -, &}

Od petero poveznika naSega jezika .Z; ne smijemo izostaviti —. Tj.

Stavak 2.1 Skup {A, V, —, <} nije izraZajno potpun.

Razlog je tomu Sto je svaki iskaz u kojem nema -, zadovoljiv, tj. bez — se ne
moze izgraditi nezadovoljiv iskaz. Tvrdnju da, kad bismo se ogranicili samo na
gornji skup poveznika, svi bi iskazi bili zadovoljivi, moZemo dokazati posebnim
nacinom dokazivanja koji se nazivlje matematickom indukcijom i Cesto se rabi u
metalogici. Za potrebe toga dokaza razdijelit ¢emo iskaze jezika .Z; bez — prema
duljini. Duljina iskaza jest broj pojavaka poveznika u iskazu. Polazimo od is-
kaza duljine O (s O pojavaka poveznika, to su iskazna slova), zatim slijede iskazi
duljine 1 (s jednim pojavkom poveznika), iza toga iskazi duljine 2 (s dvama po-
javcima poveznika) itd. Za potrebe dokaza definirajmo i osnovno tumacenje 7Y,
koje svakomu iskaznomu slovu pridruzZuje vrijednost i. Tvrdimo:
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Stavak 2.2 Svi su iskazi bez — istiniti za osnovno tumacenje T, koje svakomu
iskaznomu slovu pridruzuje vrijednost i.

Dokaz U dokazu stavka 2.2 sluZimo se zaklju¢kom pomoc¢u matematicke induk-
cije, koji polazi od dviju premisa: osnovice i induktivnoga koraka. Osnovica te
matematicke indukcije kaze da je svaki iskaz duljine (0) za T istinit. Induktivni
korak je pogodba koja kaze sljedece: ako je za T istinit svaki iskaz neke po volji
izabrane duljine n kao i svaki kraci iskaz, onda je za T istinit i svaki iskaz iduce
po redu duljine n + 1. Prednjak induktivnoga koraka nazivljemo induktivnom hi-
potezom. Iz tih dviju premisa (koje joS treba dokazati) slijedi da je svaki iskaz
(bilo koje duljine) istinit za osnovno tumacenje 7. Prema tome je svaki iskaz
zadovoljiv.
Evo sada prijegledno cijeloga zakljucka:

1 Svaki iskaz bez — duljine 0, jest istinit za 7. osnovica
2 Ako je za T istinit svaki iskaz bez — duljine » ili manje,
onda je za Ty istinit i svaki iskaz bez — duljine n+1. ind. korak

3 Svaki je iskaz bez — istinit za tumacenje 7.

Sada slijede dokazi premisa (osnovice 1 induktivnoga koraka).
Dokaz osnovice (premisa 1):
Iskazi bez — duljine 0 jesu iskazna slova, a njima svima 7, pridruZuje vrijednost

Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2):

Iskaz p bez — duljine n+1 moZe imati Cetiri oblika: g Ar, gV r,q — ri
g < r. U svim tim slucajima podiskaz ¢, kao 1 podiskaz r imaju duljinu » ili
manje. Neka o njima vrijedi induktivna hipoteza (prednjak induktivnoga koraka).
Prema induktivnoj hipotezii g i r su za T, istiniti. Pogledajmo vrijedi li i posljedak
induktivnoga koraka, tj. vrijedi li cijela pogodba (induktivni korak). Ako suigir
istiniti, istiniti su svioblicig A r, g V r, g — r i q < r (to se lako moZe dokazati
istinitosnom tablicom). Dakle, istinit je i svaki oblik s n+1 pojavkoma poveznika.
Time je dokazan induktivni korak.

Ako smo dokazali osnovicu i induktivni korak, dokazali smo i zaglavak (3)
- da su svi iskazi bez — za T istiniti. Jer, prema osnovici su za T istiniti svi
iskazi bez — duljine 0. Ali, prema induktivnome koraku, tada su za T, istiniti i svi
iskazi bez — duljine 1. Ako su pak za T, istiniti svi iskazi bez — duljine 1, prema
induktivnome su koraku za T, istiniti i svi iskazi bez — duljine 2, stoga su (opet
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prema induktivhome koraku) istiniti i svi iskazi bez - duljine 3, itd. Dakle, svi
iskazi bez — koje god duljine n, istiniti su za 7.

Ako su svi iskazi bez — istiniti za osnovno tumacenje 7T, svi su oni zadovoljivi.
Dakle se bez = ne mogu izraziti nezadovoljivi iskazi, pa je skup {A,V, —, <}
izraZajno nepotpun, $to je i trebalo dokazati. 4

Skup {-, &}

Ne moZemo izraziti svaku istinitosnu funkciju sluzeéi se samo poveznicima —
1e.

Stavak 2.3 Svaki iskaz u kojem je svaki poveznik — ili <, istinit je samo u par-
nome broju ili polovici redaka istinitosne tablice.

Dokaz Dokaz se provodi matematickom indukcijom. Imajmo na umu da je i O
paran broj (djeljiv je s 2 bez ostatka).

1 Svaki iskaz duljine O u kojem je svaki poveznik — ili <,
istinit je samo u parnome broju ili polovici redaka istinitosne tablice.
2 Ako je svaki iskaz duljine n ili manje u kojem je svaki poveznik - ili <,
istinit samo u parnome broju ili polovici redaka istinitosne tablice,
onda je svaki iskaz duljine n+1 u kojem je svaki poveznik — ili <,
istinit samo u parnome broju ili polovici redaka istinitosne tablice.

3 Svaki je iskaz u kojem je svaki poveznik — ili «,
istinit samo u parnome broju ili polovici redaka istinitosne tablice.

Dokaz osnovice (premisa 1): Iskaz duljine O jest jednostavan iskaz. Prema na-
¢inu gradnje istinitosnih tablica svaki je jednostavan iskaz istinit upravo u polovici
redaka istinitosne tablice.

Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2): Iskaz p duljine n+1 u kojem je svaki
poveznik - ili <>, moZe imati oblik =g ilig & r.

a) p = nq. Neka je g (prema induktivnoj hipotezi) istinit samo u parnome broju
ili polovici redaka istinitosne tablice. — Ako je ¢ istinito u parnome broju redaka, u
preostalim redcima —¢ ¢e biti istinito (prema semantici nijeka), a broj je preostalih
redaka paran jer istinitosna tablica uvijek ima paran broj redaka (kad od parnoga
broja oduzmemo paran broj, dobivamo paran broj). — Ako je ¢ istinito u polovici
broja redaka, u drugoj ¢e polovici redaka —g¢ biti istinito.

b) p = g & r. Ako istinitosna tablica za g <> r ima dva redka, g < r je istinito
ili u oba retka ili u jednome retku ili ni u jednome redku, dakle u parnom broju
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redaka ili u pola redaka. — Neka istinitosna tablica za ¢ < r ima vise od dvaju
redaka. Tada je pola redaka tablice uvijek paran broj. Dakle, dovoljno je opéenito
promatrati samo slucaj kad su i ¢ i r istiniti u parnome broju redaka istinitosne
tablice. Ako je ¢ istinito u parnome broju redaka, r je istinito u parnome ili ne-
parnome broju od tih redaka - ako u parnome, onda je r istinito jo§ i u parnome
broju (od parnoga broja) redaka kad je ¢ neistinito, dakle dobivamo ukupno parni
broj poklapanja te prema tome i parni broj redaka kad je g < r istinito. Ako je
r istinito u neparnome broju redaka u kojima je istinito i g, onda je istinito joS u
neparnome broju (od parnoga broja) redaka kad je g neistinito. Dakle, ponovno
ukupno dobivamo paran broj poklapanja te i paran broj redaka kad je g < r isti-
nito.

Na temelju dokazanih osnovice i induktivnoga koraka slijedi zaglavak (3) da su
svi iskazi u kojima se pojavljuju samo - ili &, istiniti uvijek u parnome broju ili
u polovici redaka istinitosne tablice. 4

1z izraZajne nepotpunosti skupa {—, <} slijedi, dakako, i izraZajna nepotpunost
njegova podskupa {—}.

SaZmimo ishod razmatranja o izraZajnoj potpunosti poveznickih skupova. Od
petero poveznika u jeziku .Z; ne moZe se izostaviti —=. Samomu povezniku — treba
pridodati barem A ili V ili — Zelimo li da skup poveznika bude izrazajno potpun.
Ako izostavimo —, potrebno je uvesti | ili |, kojima pak za izraZajnu potpunost
nije potreban drugi poveznik.

2.2 Svodenje jezika £, i .Z),-
2.2.1 Svodenje na jedan Kkolicitelj

Sluzeci se De Morganovim zakonima za Kkolicitelje (kvantifikatore, v. stavak
9.6 u tre¢em dijelu) u semantickome smislu:
=Vxp =~ Ax—p
—3dxp ~ Vx-p,
op¢i kolicitelj moZemo u %, i .Z,- izraziti pomocu nijeka i opstojnoga kolicitelja,
a opstojni kolic¢itelj pomocu nijeka i opéega kolicitelja. Stoga u rje¢niku mozZemo
zadrZzati samo jedan koli¢iteljni simbol, bilo V bilo 3.

2.2.2 Iskljucivanje predmetnih konstanata i funkcijskih simbola

Iz £,= moZemo iskljuciti predmetne konstante na nacin kao Sto iskljucu-
jemo odredene opise. To isklju¢ivanje mozemo provesti samo kontekstualno, uz
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izbor odgovarajuega priroka te uz izraz uvjeta opstojnosti i jedinstvenosti. Npr.
umjesto

Pc
mozemo pisati:
Ax[Vy(Cy & y = x) A Px].

Opcenito (izraZzeno metavarijablama), umjesto predmetne konstante ¢ uvodimo 1-
mjesni prirok P!

U nasem primjeru vrijedi da je Pc istinito u tumacenju prvoga reda 7~ (mo-
dela M) ako i samo ako je istinito u tumacenju 7 (modela MN’) za koje 7 (P') =
T'(P),aT (c) € T'(C"). PciIx[Vy(Cy < y = x) A Px] nisu semanti¢ki istovri-
jedni, nego je rije¢ o semanti¢kome odnosu koji moZemo opcenito opisati ovim
stavkom:

Stavak 2.4
Mk, p(c) akko M |, Ix(Vy(Cy < y = x) A p(x/c)),

pri ¢em T'(C") = {T(¢)}, a prema obziru na ostale se simbole sadrzane u obama
iskazima I i M ne razlikuju.

Dokaz

M E, p(c) akko 7 (c) zadovoljava p(x/c), tj. to¢nije, M k=,[7c)/x] P(X/C),
7 (c) zadovoljava p(x/c) akko M’ |, Ax(Vy(Cy & y = x) A p(x/c)),
jer 7/(CH = {T(¢)}. H

Na sli¢an na¢in moZemo iskljuciti i funkcijske simbole. Naime, umjesto

Pf(x,y)
mozemo pisati:
Az(Vw(Fzxy < w = 2) A P2).

Opcenito, umjesto n-mjesnoga funkcijskoga simbola f* uvodimo n+1-mjesni pri-
rok F+1,

Kako predmetnu konstantu moZemo shvatiti kao 0-mjesni funkcijski simbol,
da bismo opcenito dokazali da se iz .Z, mogu iskljuciti predmetne konstante i
funkcijski simboli, potrebno je dokazati sljedeci stavak:
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Stavak 2.5
M E, plft; ... .t,)] akko M |, Ix(Vy(Fyt; ...t, &y =x) A px/f(t; ...t,))),

pri cem (d, [t,17, ..., [tI™) € T'(F"*") i wvijek d = [f(t; ...t,)]™, a prema ob-
ziru na ostale se simbole sadrZane u oba iskaza M i M’ ne razlikuju.

Dokaz Sli¢an dokazu za iskljucenje konstanata (kao 0-mjesnih funkcijskih sim-
bola). A

2.2.3 Svedeni jezik

«_»

U potpuno svedenom obliku jezika logike prvoga reda (s ‘=") ostaju sljedeci
simboli:

1. priroci,

2. predmetne varijable,
3. |ili |,

4. Vilid, i

5. razgodci (interpunkcija).

2.3 Zakoni dvojnosti

De Morganovi zakoni za poveznike 1 kolicitelje, pomocu kojih se medusobno
definiraju A 1V, kao 1 V 1 3, samo su posebni slucaji zakona dvojnosti, o kojima
¢e upravo biti rijec.

2.3.1 Zakon nijecne dvojnosti za iskaznu logiku

DErinicua 2.2 (DvonnNa) Dvojina p’ iskaza p, u kojem su svi poveznici =, A ili V,
Jjednaka je iskazu p, osim Sto je A\ zamijenjen s V, a VvV s A.

Derinicua 2.3 (NUECNA DVosINA) Nijecna dvojina p* = p’(-Py/Py,...,—=P,/P,),
gdje su Py, ..., P, svaiskazna slova koja se javljaju u p’.

Tj. nijena je dvojina je jednaka dvojini, osim $to je pred svako iskazno slovo
predmetnuto —. (Razlikujmo nijecnu dvojinu od obi¢noga nijeka dvojine.)
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StAvAK 2.6 (ZAKON NIJECNE DVOINOSTI ZA ISKAZNU LOGIKU) Za svaki iskaz p u kojem
Jje svaki poveznik =, A ili V, vrijedi da je —~p semanticki istovrijedno nijecnoj dvo-
Jini p* (tj. =p = p°).

Dokaz U dokazu se sluZimo matematickom indukcijom.

1 Za svaki iskaz p duljine O u kojem je svaki poveznik —, A ili V,
vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s p*.
2 Ako za svaki iskaz p duljine n ili manje u kojem je svaki poveznik
-, A ili Vv, vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s p* (IND. HIP.),
onda 1 za svaki iskaz p duljine n+1 u kojem je svaki poveznik
-, A ili Vv, vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s p*.

3 Zasvaki iskaz p u kojem je svaki poveznik —, A 1li V, vrijedi da je —p
semanticki istovrijedno s p*.

Sada slijede dokazi premisa (osnovice i induktivnoga koraka).

Dokaz osnovice (premisa 1):

p je jednostavan iskaz, p* je —p, pa su prema tome —p i p* semanticki istovri-
jedni.

Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2):

Iskaz p duljine n+1 moZe imati oblik =g, g A r ili g V r. Prema induktivnoj
hipotezi —¢q 1 —r semanticki su istovrijedni s ¢*, odnosno, s r* (jer g, kao i r, imaju
svaki duljinu 7 ili manje).

1. p ima oblik —¢. Sljedeca tablica pokazuje da su =—q i (—g)* = ~¢* semanticki
istovrijedni ako vrijedi induktivna hipteza:

*

q|-—q -q
i in
n|n ni

2. p ima oblik g A r. Tablica pokazuje da su =(g Ar)i(gAr)" = g* V r* semanticki
istovrijedni ako vrijedi induktivna hipoteza:

q r|—-(@Ar) gVvr
i i|n i nnn
i nii n nii
n i|/i n i in
n nii n iii
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3. pimaoblik g V r. Iz sljedece tablice vidimodasu—~(gV r)i(gVr) =g  Ar"
semanticki istovrijedni ako stoji induktivna hipoteza:

g r|~(gvr) g nr
i ijn i nnn
i njn i nni
n i|n i inn
n ni n i ii

Time je dokazan induktivni korak, a on zajedno s osnovicom povlaci zaglavak
da su za svaki iskaz p u kojem je svaki poveznik =, A 1 V, =p i p* semanticki
istovrijedni. A

2.3.2 Zakon dvojnosti za iskaznu logiku

Sada moZemo dokazati i sljedeci stavak:

Stavak 2.7 Dvojina p’ iskaza p semanticki je istovrijedna s —p(—P;/Py,...,
=P, /P,), gdje su Py, ..., P, sva iskazna slova koja se javljaju u p.

Dokaz Neka su u p svi poveznici -, A ili V.

Svaki je iskaz p dvojina nekoga iskaza g,

jer uvijek ima iskaz g koji je dvojina od p, a dvojina dvojine od p jest p,
nadalje, g =~ —g*, jer ~g ~ ¢*, prema nijeCcnome zakonu o dvojnosti,
dakle p’ ~ —~¢g*, jer p’ = g,
takoder, ¢g* = p(=P,/Py,...,-P,/P,), jer ¢’ = p.
Prema tome p’ ~ =p(=P,/Py,...,=P,/P,). H

Sada dolazimo do samoga zakona dvojnosti:

StAvAK 2.8 (ZAKON DVOINOSTI ZA ISKAZNU LOGIKU) Ako su iskazi p i q u kojima je
svaki poveznik —, A ili V, semanticki istovrijedni, semanticki su istovrijedne i nji-
hove dvojine p’ i q’ (tj. ako p = g, onda p’ ~ q’).

Dokaz Rabimo znak = kao izraz za semantic¢ku istovrijednost.

Neka p ~ ¢,
dakle -p =g,
dakle =p(=P,/Py,...,=P,/P,) =~ =g(=P/Py,...,=P,/P,)
(jer ~ ne ovisi o promjeni istinitosne vrijednosti iskaznih slova),
prema tome, p’ ~ ¢’ (prema stavku 2.7). 4
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2.3.3 Zakon nijecne dvojnosti za logiku prvoga reda

Umjesto pojma iskaza iskazne logike uvodimo pojam formule logike prvoga
reda, a umjesto pojma istinitosti pojam zadovoljenosti. Na odgovarajuci nacin
poopcavamo pojam dvojine: dvojina formule p u kojoj je svaki poveznik —, A ili
V, jest formula p’, koju dobivamo tako da se u p medusobno zamijene A iV, te V¥
i 4. Nijec¢na dvojina p* = p’(=P,/Py,...,=P,/P,), gdje su Py, ..., P, sva prirocna
slova u p, tj. nije¢na dvojina od p jest dvojina od p u kojoj je pred svako priro¢no
slovo predmetnuto —. U dokazu rabimo i pojam duljine formule i definiramo ga
brojem pojavaka djelatelja u formuli.

STAVAK 2.9 (ZAKON NIJECNE DVOINOSTI ZA LOGIKU PRVOGA REDA) Za svaku formulu p
u kojoj je svaki poveznik —, A ili V, vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s
nijecnom dvojinom p* (tj. =p =~ p*).

Dokaz Dokaz je sljede¢a matematic¢ka indukcija.

1 Za svaku formulu p duljine 0 u kojoj je svaki poveznik -, A ili V,
vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s p*.
2 Ako za svaku formulu p duljine n ili manje u kojoj je svaki poveznik
-, A ili Vv, vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s p* (IND. HIP.),
onda 1 za svaku formulu p duljine n+1 u kojoj je svaki poveznik
-, Aili Vv, vrijedi da je —p semanticki istovrijedno s p*.

3 Za svaku formulu p u kojoj je svaki poveznik —, A ili V, vrijedi da je
—p semanticki istovrijedno s p*.

Sada slijede dokazi premisa (osnovice i induktivnoga koraka).

Dokaz osnovice (premisa 1):

p je jednostavna formula, pa je p* = —p. Prema tome vrijedi —p =~ p*.

Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2):

Formula p duljine n+1 moZe imati oblik =g, g A r, g V r, ¥Xg i Ixq. Prema
induktivnoj hipotezi —¢g 1 —r semanticki su istovrijedni s ¢*, odnosno, s r* (jer je
g, kao 1 r, duljine n ili manje). Slucaji 1.-3. analogni su odgovarajuc¢im slu¢ajima
u dokazu za iskaznu logiku. Preostaje dokazati slucaje 4.1 5.
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4. p ima oblik Vxgq.

Neka Mt =, -Vxgq,

dakle M £, Vxgq,

dakle barem za jedan d € D(€ M), M [~ a/x] ¢
dakle M |:v[d/x] g,

dakle M [=,4/x) ¢*, prema induktivnoj hipotezi,
dakle 9 |, Axg* = (Vxq)".

1 obratno.

Neka M =, Ixg* = (Vxq)7,

dakle barem za jedan d € D(€ M), M E,14/x G,
dakle M [=,4/x) ~¢g, prema induktivnoj hipotezi,
dakle M I?év[d/x] q,

dakle M £, Vxgq,

dakle 9t =, =Vxgq.

Prema tome su -Vxq i (Vxgq)* = Ixg* semanticki istovrijedni.
5. p ima oblik Jdxgq.

Neka M =, —3xq,

dakle 9 t£, dxq,

dakle za svaki d € D(€ M), M F,1q/x1 9>

dakle za svakid € D, M ,1q/x] ¢,

dakle za svaki d € D, k,iq/x; ¢°, prema induktivnoj hipotezi,
dakle M E, Vxg* = (Ixq)*.

I obratno.

Neka M |, Vxq* = (Ixq)",

dakle za svaki d € D(e M), M |=ya/x) 47>

dakle za svaki dt ,14/x) ¢, prema induktivnoj hipotezi,
dakle 9 £, dxq,

dakle 9t =, —=dxgq.

Prema tome su -dxq i (Ixg)" = Vxg* semanticki istovrijedni.
Slijedi zaglavak matemati¢ke indukcije da su za svaku formulu p u kojoj je svaki
poveznik =, A ili V, =p i p*, semanticki istovrijedni. A
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2.3.4 Zakon dvojnosti za logiku prvoga reda

Za logiku prvoga reda vrijedi i stavak:

Stavak 2.10 Dvojina p’ semanticki je istovrijedna s ~p(—=P /Py, ..., =P, /P,), gdje
su Py, ..., P, sva prirocna slova u p.

Dokaz Dokaz je poopéen i analogan dokazu za iskaznu logiku. 4
Za logiku prvoga reda vrijedi i poopéeni zakon dvojnosti:

StavAK 2.11 (ZAKON DVOINOSTI ZA LOGIKU PRVOGA REDA) Ako su formule p i g, u ko-
Jjima je svaki poveznik —, A ili V, semanticki istovrijedne, istovrijedne su i njihove
dvojine p’ i q' (tj. ako p =~ g, onda p’ ~ q')

Dokaz Dokaz se dobiva poopéenjem u analogiji s dokazom za iskaznu logiku. 4

2.4 Zadatci

1. Nacrtajte istinitosnu tablicu sa svim istinitosnim funkcijama s jednim argu-
mentom i istinitosnu tablicu sa svim istinitosnim funkcijama s dvama argu-
mentima! Izrazite svaku istinitosnu funkciju iz dviju tablica jezikom £;!

2. lIzrazite istinitosnu funkciju koja u tabli¢nome prikazu ima u treéem, Cetvr-
tome i sedmome retku vrijednost i, iskazom u potpunome disjunktivnome
normalnome obliku!

3. lIzrazite istinitosnu funkciju koja u tablicnome prikazu ima u drugome, tre-
¢em 1 Sestome retku vrijednost n, iskazom u potpunome konjunktivnome
normalnome obliku!

4. Iskaze

P - -0,
P — —=(Q > R),

izrazite svaki Cetirima istovrijednima iskazima sluzeéi se skupovima povez-
nika {=, A}, {=, V] {[} 1 {{}!
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5. Iskaze

—|P A —IQ,
PV (=P AQ),
-(P & (Q > R))

izrazite svaki jednim istovrijednim iskazom sluZeéi se samo skupom povez-
nika {—, —}!

. Iskaz

Vx-Iy(Pxy — (=Pxc & dzQ0yz))

izrazite dvama istovrijednim iskazima sluze¢i se, jednom, skupom djelatel}-
nih simbola {V, =, A}, a drugi put, skupom djelateljnih simbola {4, -, V}!

. Preoblikujte sljedeca dva iskaza svaki u istovrijedan iskaz u kojem se —

javlja samo pred iskaznim/priro¢nim slovima (nijec¢ni normalni oblik):

~((PV Q) A=(QAR)V=(PAQ)),
=dx(Px A Yy=(Qxy V Rx)).

Preobliku svaki put izvrSite na dva nacina: jednom se posluZite De Mor-
ganovim zakonima za poveznike i kolicitelje, a drugi put zakonom nije¢ne
dvojnosti.



Poglavlje 3

POUZDANOST DEDUKTIVNOGA
SUSTAVA

Od vise mogucih nacina kako definirati deduktivni sustav logike prvoga reda
ovdje se odlucujemo za sustav naravne dedukcije Jaskowski-Fitchova stila (v.
Treci dio, odjeljke 8.3 1 9.3). Metateorijski simbol F oznacuje dokaZzljivost (sin-
takti¢nu posljedicu) upravo u tome deduktivnome sustavu. Tj. I + p znaci da je
p dokazljivo iz skupa I' prema dokaznim pravilima toga deduktivnoga sustava.
VaZno je upozoriti da se inace vrlo Cesto pojam dokazljivosti razumije u (uZem)
smislu dokaZljivosti iz praznoga skupa (I' = @). Ovdje ¢emo pod dokazljivoséu
podrazumijevati i dokaZljivost iz nepraznoga skupa I' (“hipoteti¢ni dokaz”).

Ako je dokaz (u naravnome deduktivnome sustavu) ispravno izgraden, tj. u
skladu s dokaznim pravilima, onda za svaki redak n u dokazu vrijedi da I, + p,,.
Evo primjera jednostavnijega dokaza:

1| Vx(Px — QOx)

2 | dxPx

3 Pc

4| | Pc -» QOc 11V

5 Qc 3,41 >
6| | Ax0Ox 5ud

7 | Ax0Ox 2,3-614

23
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Ovo je rasclamba dokaza:

L, DPn> Lo+ pas
(pretpostavke koje vrijede (iskaz izveden (dokazljivost
u retku n) u retku n) u retku n)

It = {Vx(Px - Ox)} p1 =VYx(Px - 0x) || + py

I = {Vx(Px — QOx), dxPx} p2 = dxPx Ik ps

I'; = {Vx(Px — Qx), dxPx, Pc} | p; = Pc I3 F p3

I'y = {Vx(Px — Qx),dxPx, Pc} | ps = Pc — Qc | R

I's = {Vx(Px — Qx),dxPx, Pc} | ps = QOc I's + ps

I'e = {Vx(Px — Qx),dxPx, Pc} | p¢ = AxQx I'e F pe

I'; = {Vx(Px — QOx), dxPx} p7 = Ax0x I'7 F py

3.1 Poucak o pouzdanosti

Poucak o pouzdanosti kaZze da dokazna pravila Cuvaju istinitost: ako smo kre-
nuli od istine, zakljucujuéi prema tim pravilima, uvijek éemo do¢i do istine. Tj.,
ako je iskaz p dokazljiv iz nekoga skup iskaza I', onda je p i semanticka posljedica
skupa I

Poucak 3.1 (POUZDANOST DEDUKTIVNOGA SUSTAVA PRVOGA REDA s =) Ako T + p, onda
I'Ep.

Dokaz
Poucak ¢emo dokazati matematickom indukcijom tako da tvrdnju o pouzda-
nosti najprije dokazemo za

e prvi redak dokaza, a zatim

e za svaki n+prvi redak pod pretpostavkom (induktivnom hipotezom) da je
pouzdan svaki redak do ukljucujuéi n-toga.

KaZemo da je rije¢ o matematic¢koj indukciji na duljinu dokaza. Pritom je duljina
dokaza broj redaka u dokazu. Prema poucku o pouzdanosti:

Za svaki redak n u dokazu vrijedi da skup I',, pretpostavaka koje vri-
jede u retku n, ima kao (semanti¢ku) posljedicu iskaz upisan u redak
n, pn, ukoliko je p, ispravno deduktivno izveden iz I',,.

Tj.
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za svaki redak n, akoI', + p,, onda T, E p,.
Krac¢e ¢emo umjesto

akoI', + p,,ondal’, E p,
jednostavno pisati:

redak n je pouzdan.

Evo sada i matematicke indukcije kojom se dokazuje pouzdanost svakoga retka
u dokazu u logici prvoga reda s istovjetnoscéu:

1 Redak je 1 pouzdan.
2 Ako suredak n i svaki prethodni pouzdani (IND. HIP),
onda je pouzdan i redak n+1.

3 Svaki je redak n pouzdan.

Dokaz osnovice (premisa 1):

a) Ako je p; pretpostavka, onda I'; = {p;}. Dovoljno je uociti da nijedan iskaz
ne mijenja svoju istinitosnu vrijednost u istome modelu (pod istim tumacenjem),
tj. ako je istinit u nekome modelu, uvijek ostaje istinit u tome modelu. Prema tome
stoji da I'y | p;. Preglednije prikazano:

Neka I = {p},

{p1} E p1,
dakle Fl ': D1

Prema tome, u slucaju kad dokaz pocinje pretpostavkom, redak je 1 toga dokaza
pouzdan.

b) Ima joS§ jedan slucaj, koji se javlja u logici s istovjetnoscu, a to je primjena
pravila u =, tj. upis iskaza oblika ¢ = c u redak 1 bez ikakvih pretpostavaka. U
tom slucaju skup je pretpostavaka vrijede¢ih u prvome retku prazan. No ¢ = ¢
posljedica je praznoga skupa:

@Ec=c,

jer je ¢ = c istinito u svakome modelu (tj. predmet oznacen sa c¢ ostaje u istome
modelu uvijek jedan te isti predmet).
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Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2):

Prijelaz iz n-toga retku u n+prvi mogu¢ je u dokazu samo postavljanjem (pod)-
pretpostavke ili primjenom nekoga dokaznoga pravila. Dokaz induktivnoga ko-
raka je dokaz da prijelazom u n+prvi redak posljedi¢ni odnos ostaje oCuvan. In-
duktivni korak, koji je pogodbena reCenica, dokazujemo (kao i prije) na sljedeci
nacin:

1. prihvatimo da vrijedi prednjak induktivnoga koraka
(induktivna hipoteza)

2. dokaZimo da vrijedi i posljedak induktivnoga koraka.

Zadrzimo se samo na nekim tipi¢nim slucajima.

a) Pouzdanost jednostavnoga dokaza.
Primjer: pravilo i—. Neka se u retku n + 1 dokazuje g na temelju p — gipu
nekim prethodeéim redcima i i j:

redak i: INclmibp—gq
redakj: Fjgrnﬂ Fp
redak n+1: I, +Fgq

Pretpostavke koje vrijede u redcima i i j, vrijede i u retku n+ 1, inace se na te retku
ne bi moglo primjenjivati pravilo (i—) kako bi se dokazao iskaz u retku n + 1. Tj.
I €I 1T € Ty. U skladu s time slijedi:

IiclhiEp—ogq prema induktivnog hipotezi

IiClhakEp prema induktivnog hipotezi

dakleI',,; F p — ¢q,p posljedica skupa je i posljedica nadskupa, poopce-
ni stavak 8.4

dakleI',,; F ¢ prema semantici pogodbe.

b) Pouzdanost u dokazu s poddokazom.
Primjer: pravilo u—. Neka se u retku n+1 dokazuje p — ¢ na temelju prethodnoga
poddokaza iskaza g iz potpretpostavke p (u redcima i do j):

I'; —{p} €T pje pretpostavka u retku 7, vrijedi u retku j
dakle I'; CTI, U{p}

redak j : ISl Uipttg
redakn+1: T, Fp—gq
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Stoga vrijedi:

ILaUiplEq posljedica je skupa posljedica nadskupa,
induktivna hipoteza
dakleI',,; F p — g prema semantici pogodbe

Sli¢no postupamo 1 kad dokazujemo pouzdanost neizravnoga dokaza.

¢) Pouzdanost pravila za kolicitelje.
Primjer: pravilo id. Neka se u retku n + 1 dokazuje ¢ na temelju dxp u retku i i
poddokaza ¢ iz p(c/x) u redcima j do k. Posljedi¢ni se odnos dokazuje sli¢no kao
i za jednostavni dokaz, s time da posebno treba dokazati sljedecu tvrdnju:

ako Iy E Ixp il U{p(e/x)} E g, onda Tl g,
pod uvjetom za c kao u pravilu i3( ¢ se ne javlja u ¢lanovima I', dxp, ni u g).

DokazZimo tu tvrdnju za skup A opéenito, pod analognim uvjetima za c.

Neka A = xp,

neka A U {p(c/x)} E ¢ (c se ne javlja u ¢lanovima A, u Ixp ni u gq),

—neka A £ g,

— dakle ima model Mi takav da M | A, ali M £ g,

— dakle M }~ p(c/x) (v. drugu pretpostavku),

— dakle M = Ixp (v. prvu pretpostavku i Cetvrti redak),

— neka je M kao i M, osim $to [c]™ zadovoljava p (M | Ixp jer
M E Ixp),

— tada, M’ E A (kao i M), M E p(c/x),

—ali M’ £ g (kao ni IMN),

— dakle A U {p(c/x)} £ g (suprotno drugoj pretpostavci),

dakle A [ g (reducto ad absurdum).

d) V. vjezbu 2 na str. 28 (istovjetnost).

Slijedi da je sustav naravne dedukcije za logiku prvoga reda s istovjetnoséu
pouzdan.

Slucaj a) osnovice i slucaji a) 1 b) induktivnoga koraka (tj. sva dokazna pravila
za iskaznu logiku) dostaju za dokaz pouzdanosti deduktivnoga sustava iskazne
logike. Slucaj b) osnovice, kao ni slu€aj d) induktivnoga koraka, nisu potrebni za
dokaz pouzdanosti logike prvoga reda bez istovjetnosti. -

Iz pouzdanosti slijedi i sljedeci stavak:



28 POGLAVLIJE 3. POUZDANOST DEDUKTIVNOGA SUSTAVA

Stavak 3.1 Ako je I zadovoljiv, onda je T suvisao.!

Dokaz

- Neka je I' nesuvisao

-dakleI' + p,T'+ —p

-dakleI' E p,I" E =p (poucak o pouzdanosti)

- dakle I je nezadovoljiv (stavak 4 iz 12.1)

dakle ako je I' zadovoljiv, onda je I' suvisao (protupostav). 4

3.2 Suvislost deduktivnoga sustava

DEerNicUA 3.1 (SUVISLOST (KONSISTENTNOST) DEDUKTIVNOGA SUSTAVA) Sustav je logi-
ke prvoga reda s istovjetnoscu suvisao akko u njem nisu poucci i p i —p.

Suvislost deduktivnoga sustava slijedi iz njegove pouzdanosti.
Stavak 3.2 Deduktivni sustav logike prvoga reda s istovjetnoscu je suvisao.

Dokaz Na temelju prethodnoga stavka (3.1) slijedi da, ako je prazan skup nesu-
visao, onda je i nezadovoljiv. Drugim rije¢ima, ako su u sustavu i p i =p poucci,
onda su oboje i valjani. No ni u jednome modelu logike prvoga reda nisui pi-p
istiniti (v. vjezbu 6).

3.3 Zadatci

1. Pogledajte primjer dokaza za jedan slucaj stavka 9.7 na str. 118. IspiSite
redak po redak koji je iskaz dokazljiv iz kojega skupa u doti¢nome retku.

2. Upotpunite dokaz pouzdanosti dokazom induktivnoga koraka za slucaje
uvodenja i iskljuCenja istovjetnosti.

3. Prema uzoru na dokaz pouzdanosti pravila i1 pokusSajte dokazati pouzda-
nost pravila uVv.

4. Usporedite pojmove suvislosti skupa I' i1 suvislosti deduktivnoga sustava

(logike prvoga reda). U ¢em je razlika?

!“Suvisao’ rabimo sinonimno s ‘konsistentan’. Obje rije¢i u naravnome jeziku imaju i donekle
drukcije znacenje od tehnickoga u logici (teoriji dokaza)(usp., primjerice, ‘konsistentna masa’).
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5. Ako je skup @ nezadovoljiv, ima li neki skup I" koji je zadovoljiv? ObrazloZite
odgovor.

6. Dokazite matemati¢kom indukcijom na duljinu iskaza da ni u jednome mo-
delu logike prvoga reda ne mogu biti istinitii p i —p.






Poglavlje 4

POTPUNOST DEDUKTIVNOGA SUSTAVA

4.1 Maksimalni suvisli i w-potpuni skupovi

ZadrZimo se najprije na sintakti¢nim pojmovima maksimalnoga suvisloga sku-
pa, w-potpunoga i zasi¢enoga skupa, te na nekim njihovim svojstvima. Nakon
Sto uvedemo 1 semantic¢ki pojam kanonskoga modela, moc¢i ¢emo dati dokaz pot-
punosti deduktivnoga sustava logike prvoga reda (takoder i logike prvoga reda s
istovjetno$éu). — Napomenimo da je i suvislost sustava sintakticki pojam, iako
smo ju u prethodnome poglavlju dokazali pomocu pouzdanosti sustava, dakle na
temelju zakljucivanja koje je ukljucuje semanticke pojmove.

4.1.1 Maksimalan suvisao skup iskaza

Sto je maksimalan suvisao skup?

Definirajmo najprije maksimalan suvisao skup iskaza u logici prvoga reda bez
istovjetnosti i dokazimo neka zanimljiva i vaZna svojstva maksimalnih suvislih
skupova. Podrazumijevamo da se uvijek radi o iskazima jezika .Z, i deduktivhome
sustavu logike prvoga reda bez istovjetnosti (v. dio III, poglavlje 9).

DEeriNiciA 4.1 (MAKSIMALAN SUVISAO SKUP) ™ je maksimalan suvisao skup is-
kaza akko je

1. T suvisao, a
2. svaki pravi nadskup skupa I'"** nesuvisao.

Usp. definicije 8.20 nesuvislosti i 8.14 dokaza (u poopéenom smislu, proSirenome
i na logiku prvoga reda). — Takoder, op¢enito kazemo (u teoriji skupova) da je A
pravi nadskup skupa I, tj. A D T, akko je (a) A nadskup skupaI' (A 2 T, tj. svi

31
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Clanovi skupa I' ¢lanovi su skupa A), i (b) ima ¢lan skupa A koji nije ¢lan skupa
I'. U istome slucaju kaZzemo 1 da je I pravi podskup skupa A, tj. I' C A.

Stavak 4.1 Ako je iskaz p dokaZljiv iz maksimalnoga suvisloga skupa I, onda
je p ¢lan I"**. Krace

ako T v+ p, onda p € T,

Dokaz

Neka je I"** maksimalan suvisao skup
Neka I + p
—neka p ¢ "

— dakle I'"* U {p} je nesuvisao prema definiciji 4.1

— dakle " + =p poopceni stavak 8.12

—alil"™™ +p druga pretpostavka

— dakle I"** je nesuvisao poopcena def. 8.20 nesuvisloga
skupa

— ali %" je suvisao prema definiciji 4.1

dakle p € [ red. ad absurdum

Lindenbaumova lema

Lema 4.1 (LINDENBAUMOVA LEMA) Svaki suvisao skup iskaza podskup je barem jed-
noga maksimalnoga suvisloga skupa.

Dokaz
Dokaz se sastoji od dvaju dijelova:

1. izgradnja nadskupa ® za po volji izabran suvisao skup I,
2. dokaz da je skup ® maksimalan suvisao skup.

1. Izgradnja nadskupa © za po volji izabran skup '
Svi se iskazi jezika .Z),- mogu poredati u niz

P1s D2, P35 - -

tako da svaki iskaz dobije kao pokazatelj pozitivan cijeli broj, te mozemo govoriti
o prvom, drugom, tre¢em itd. iskazu. Primjerice, u tu se svrhu svakomu simbolu
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logic¢koga jezika moZe na poseban nacin pridruZiti pozitivan cijeli broj, a zatim se
svi simboli u danoj formuli zamijeniti pridruZenim brojevima. Na taj nacin svaka
formula moZe dobiti svoj jedinstveni broj, a tako dobiveni brojevi mogu se potom
poredati po veli¢ini. (To da je moguce tako poredati formule, temelji se na tome
da je skup svih formula prebrojiv, o ¢em usp. str. 49.)

Polazimo od zadanoga suvisloga skupa iskaza I' = I'j i prolazimo kroz is-
kaze pi, p2, ps, ..., jedan po jedan, dodajuci svakoga od njih prethodno dobive-
nomu skupu ako i samo ako time dobivamo suvisao skup. Dobivamo niz skupova
F],rz,r3,. ..

I'; je polaziSni suvisao skup (I').

I'; - Cini i skup I'y s iskazom p; nesuvisao skup:
akoda, I, =17,
akone, [ =Ty U {p}.

I'; - Cini 1i skup I'; s iskazom p, nesuvisao skup:
akoda, I3 =175,
akone, I'; =1, U {p,}.

itd.

Opcenito:

. - I, ako je I', U {p,} nesuvislo
ntl I,U{p, inaCe.

Svaki je od skupova u izgradenome nizu podskup iduéega, tj. I', C T, ;.

Sada definiramo skup ® kao uniju svih skupova u izgradenome nizu, | J, I, j.,
skup koji sadrzi svaki iskaz koji je ¢lan barem jednoga skupa u nizu. (Primijetimo
da u drukcijem poretku iskaza, i skup | J, I', moZe biti druk¢iji.) Iz toga slijedi da
I'= Fl c @

2. Dokaz da je ® maksimalan suvisao skup

U skladu s definicijom 4.1 maksimalnoga suvisloga skupa dokazujemo dvije
stvari:

a) da je O suvisao,

b) da je svaki pravi nadskup skupa ® nesuvisao.

Dokaz za a) (O je suvisao). Kad bi ® bio nesuvisao, morao bi neki njegov
konacan podskup, koji je podskup nekoga od skupovaI'; unizu I'y, 1,5, . .., biti
nesuvisao, $to protuslovi na¢inu gradnje niza I';,1,13,...:
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- Neka je ® nesuvisao.

- Dakle, neki je konacan skup {p;,...pn} S ® nesuvisao, gdje su i,...,m po-
redani po veli¢ini, ali ne moraju neposredno slijediti jedan iza drugoga
(poopcene def. 8.20 nesuvislosti 1 8.14 dokaza),

- ali za svaki p € {p;, ... pn} vrijedi da p € I',,;1, prema pravilu izgradnje skupa

o,

- dakle I',,+; je nesuvisao (poopceni stavak 8.11)

-no svaki je skup I'; unizu I'y, I, I3, . .. suvisao (prema nacinu gradnje skupova
[, 15,T5,..0)

- dakle I',,,4; je suvisao, ¢cime dobivamo protuslovlje.
Dakle, O je suvisao (red. ad absurdum).

Dokaz za b) (svaki je pravi nadskup skupa ® nesuvisao).
U gradnji skupa ® uzimaju se u obzir svi iskazi, pa je svako suvislo proSirenje
skupa ® ve¢ izvrSeno u gradnji. Dokaz je neizravan:

Neka ® C ©’
— neka je ®' suvisao
— dakle ima p; takavda p; ¢ ®1 p; € ® prema def. pravoga nadskupa

— dakle, ® U {p;} je suvisao prema poopcéenom stavku 8.11

— dakle je I'; U {p;} suvisao I'; je skup u postupku izgradnje
skupa ®

—dakle p; € I'i prema postupku izgradnje
skupa ®

— dakle p; € O (protuslovlje s 3. retkom) prema definiciji skupa ®
dakle ®’ nije suvisao.

Drugim rije¢ima, ® nije pravi podskup nijednoga suvisloga skupa. To, zajedno s
dokazanim uvjetom a), da je ® suvisao skup, dokazuje da je ® maksimalan suvi-
sao skup (prema dvama uvjetima u definiciji 4.1 maksimalnoga suvisloga skupa).
_|

Clanstvo u maksimalnome suvislome skupu

Stavak 4.2 Ako je I maksimalan suvisao skup, onda

1. =p e I"* akko p & I,

2. pANqgel™ akko p e I iqel™,
3. pVvqgel™ akko p € " ili g € I,
4. p —> q el akko p ¢ I ili g € I,
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5. peqgel™ akko p,q € I, ili p,q & ™.

Dokaz

1. a) Neka-p eI,
—neka p € I,
—dakle {p, =p} C I,
—dakle I"**je nesuvisao,
Sto protuslovi pretpostavci,
dakle p ¢ I'"** (red. ad absurdum).

Dakle, —p € I'** akko p ¢ ™.

2. a) NekapAqgel™,
dakle {p A g} C "™,
{pAgtrp.q,
dakle I + p, "™ + g
dakle p, g € I,

Dakle, p A g € I'"™** akko p, g € T,

3. a) NekapvVvgqgel™,

—neka p,q ¢ I,

—dakle {p Vv q,—p, ~g} C T
(slucaj 1 ovoga dokaza)

—{p V q, —p, ~q} je nesuvislo
(De Morganovi zakoni,
poopéenje stavka 8.13),

—dakle I je nesuvisao,
Sto protuslovi pretpostavci,

dakle p € " ili g € [
(red. ad absurdum).

Dakle, p vV g € " akko p € "™ ili ¢ € I,

Za dovrSetak dokaza v. vjezbu 1 na str. 44.

b) Neka p ¢ I,
dakle I"** U {p} je nesuvislo
(definicija 4.1),
dakle I"** + —p (poopceni
stavak 8.12),
dakle —p € I (stavak 4.1).

b) Vijezba!

b) Neka p e "™ ilig € ',
dakle {p} C I"** ili
{q} g l’*max’
{ptrpVvaigrpVvgy),
dakle "™+ pV g
(poopéeni stav. 8.8),
dakle p v g € I stav.4.1.

-
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4.1.2 w-potpun skup iskaza

Prije definiranja pojma w-potpunoga skupa uvodimo jednostavan postupak mno-
Zenja pokazatelja na predmetnim konstanatama s 2 (u nekome zadanome skupu is-
kaza), kojim osiguravamo beskonacnu zalihu novih konstanata (jer ima beskonac-
no mnogo neparnih konstanata). Ta ¢e nam zaliha biti potrebna pri izgradnji w-
potpunih skupova. Evo najprije stavka o skupovima samo s parnim pokazateljima
na konstantama.

Stavak 4.3 Neka je T suvisao skup iskaza, aT'" skup koji je nastao od T mnoZenjem
svih pokazatelja na predmetnim konstantama s 2. T'* je suvisao akko je T suvisao.

Dokaz Ako je I'* nesuvisao, i I je nesuvisao, jer ako ima dokaz nesuvislosti I'”
(dokaz protuslovljaiz I'”), onda gotovo jedanak dokaz vrijedi i kao dokaz nesuvis-
losti I'. Razlika je samo u pokazateljima na konstantama zadanoga skupa i, prema
sluc¢aju i potrebi, u novouvedenim konstantama (jer pri primjeni pravila i3 1 uV
konstante moraju biti nove). — Zbog istoga razloga vrijedi, ako je I' nesuvisao, da
jeiI” nesuvisao. -

Sto je w-potpun skup iskaza?

DEriNnicuA 4.2 (w-pPoTPUN SKUP) Skup T jest w-potpun akko za svaku formulu p s
jedinom slobodnom varijablom x ima barem jedna konstanta X iz nekoga skupa
predmetnih konstanata K, takva da vrijedi:

I'U {3Ixp} + p(k/x)

Predmetnu konstantu k iz gornje definicije nazivljemo svjedokom za skup I'. Skup
K, u pristupu koji ovdje primjenjujemo, jednak je skupu predmetnih konstanata
jezika .Z,- (logike prvoga reda s istovjetnoScu).

Lema o w-potpunome skupu

Lema 4.2 (O w-POTPUNOME SKUPU) Svaki je suvisao skup samo s parnim pokazate-
ljima na predmetnim konstantama podskup barem jednoga suvisloga w-potpunoga
skupa.

Dokaz: Dokaz se (slicno dokazu Lindenbaumove leme) sastoji od dvaju dije-
lova:

1. izgradnja nadskupa skupa A za po volji izabran suvisao skup I', pri cem u I
predmetne konstante imaju samo parne pokazatelje,
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2. dokaz da je A suvisao i w-potpun skup.

1. Izgradnja nadskupa A za po volji izabran skup I" samo s parnim pokazate-
ljima na konstantama

Sve formule jezika .Z), koje imaju samo jednu slobodnu varijablu (koja se moZe
u formuli javljati viSe puta), poredamo u niz, tako da dobijemo prvu, drugu, tre¢u
itd. takvu formulu:

P1,D2, D35 - -

Takoder, sve predmetne konstante jezika .Z), poredamo u niz prema abecednom
redu i prema pokazateljima tako da dobijemo prvu, drugu, trecu itd. konstantu:

c,d,e,cq,...

Neka I' = Iy. Sada tvorimo I'; tako da skupu I'y dodamo formulu Ixp; —
p1(k;/x), gdje p; sadrzi slobodnu varijablu x, a k; je prva konstanta u nizu konsta-
nata koja nije sadrZzana u I'; ni u p; (dakle to ne mora biti abecedno prva konstanta
uopce, ¢). Sli¢no tvorimo I'; dodajuéi skupu I'; pogodbu dxp, — py(k,/x), gdje
P2 sadrzi slobodnu varijablu x, a k; je prva konstanta u nizu konstanata koja nije
sadrZzana u I'; ni u p,. dakle

=T,

I =T U{3xp; = pik/x)h

I3 =1 U{3xpy, = pa(ka/x)},

itd.

Opcenito:
[ =T,U {prn - pn(kn/x)},
gdje je

pn n-ta formula koji sadrzi samo jednu slobodnu varijablu, x, a
k, abecedno prva predmetna konstanta koja nije sadrZzana u skupu I', ni u p,.

Neka A = |JT,. Tada vrijedidal’ =T} C A.
2. Dokaz da je A suvisao i w-potpun skup

Dokazujemo sljedece: A je
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a) suvisao,
b) w-potpun.

Dokaz za a) (A je suvisao).

I'y =T jest suvisao prema pretpostavci.

Najprije matematickom indukcijom dokazujemo da je svaki I', u nizu koji do-
bivamo gradnjom skupa A, suvisao:

1 T je suvisao.
2 Ako je skup I',, suvisao (INDUKTIVNA HIPOTEZA),
onda je 1 skup I',,;| suvisao.

3 Svaki je skup I, suvisao.

Dokaz osnovice (premisa 1): istinita je prema definiciji postupka izgradnje sku-
pa A.
Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2):

', je suvisao induktivna hipoteza
—Neka je I',,;; nesuvisao
—dakle ', U {Ixp,, — p.(k,/x)} je nesuvisao

—dakle I', + =(Axp, — p.(K,/X)) poopceni stav. 8.12

—dakle I',, v Ixp, prema ded. sustavu

—dakle I',, v =p,(c,/Xx) prema ded. sustavu

—dakle I';, v Vx—p, uVv, jer je k, nova
konstanta

—dakle I', + =3xp, (protuslovlje s 5. retkom) prema ded. sustavu,

dakle I',,; =T, U {dxp, — pn(k,/X)} je suvisao.

Primijetimo kako nam je u dokazu induktivnoga koraka poziv na novu konstantu
c; omogucio uvodenje opcega kolilitelja i izvodenje protuslovlja. Zbog istoga se
razloga i u proSirenju svakoga skupa I', kao oprimjerujuca konstanta rabi uvijek
nova konstanta c,. Upravo zboga toga nam je i bila potrebna beskonacna zaliha
novih, neparnih, konstanata, koja je osigurana mnoZenjem s 2 svakoga pokazatelja
na konstantama u polaznome skupu.

Sada slijedi da je A = |, I', suvisao. Naime svaki ¢lan skupa A (kao unije)
Clan je barem jednoga I',, u nizu nadskupova suvisloga skupa I'y, jer svako novo
prosirenje (u neki nadskup I',,), prema gornjoj matematic¢koj indukciji, Cuva suvis-
lost.
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Dokaz za b) (A je w-potpun). ProSirimo skup A bilo kojim opstojnim iskazom
dxp, gdje p ima x kao jedinu slobodnu varijablu.

dxp — pk/x) € A prema nacinu gradnje A
dakle A U {Ixp} + p(k/x) 1—

Prema tome A je w-potpun skup.
Stavak 4.4 Ako je I, w-potpun skup, onda je i svaki njegov nadskup I, w-potpun.

Dokaz Opéenito, proSirenjem skupa I' u skup I'” dodavanjem novih iskaza, pos-
ljedice dokazljive iz I" ostaju dokaZljive i iz skupa I"” (prema poopcenju stavka 8.8
za logiku prvoga reda).

Neka T, v dxp — p(c/x),te
nekal', C T,
dakle I/, + dxp — p(c/x).

Prema tome, ako je I',, w-potpun, onda je i njegov nadskup I'} takoder w-potpun. -

4.1.3 Zasicen skup

Sto je zasi¢en skup?
DEriNicUA 4.3 (ZASICEN skuP) Skup je iskaza U zasicen akko je I maksimalan su-
visao i w-potpun skup.

Clanstvo u zasi¢enome skupu

O svakome zasi¢enome skupu vrijedi sljedeéi stavak:
StavAK 4.5 (O zASICENOME sKUPU) Ako je I zasicen skup iskaza, onda vrijedi:
1.-5. kao i u stavku 4.2,
6. Vxp € I'l®™ akko za svaki c, p(c/x) € I'}™,

7. xp € I'}™ akko za neki c, p(c/x) € I'}™.

Dokaz
Slucaj 6.

Vxp ¢ I)™ akko —Vxp el)™ (stavak 4.2)
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akko dx-p e I')™ (stavak 4.1)

akko barem za jedan c, ~p(c/x) € I')** (jer je I',;™ w-potpun,
i—)

akko nije za svaki ¢, p(c/x) € I',™ (stavak 4.2). 4

Slucaj 7. Dokaz slijeva nadesno temelji se na w-potpunosti skupa I';;** 1 na pravilu
i—. Dokaz zdesna nalijevo temelji se na pravilu ud. 4

4.2 Kanonski modeli

4.2.1 Sto je kanonski model

Neka je I')** zasicen skup. Tvrdimo da je 1 zadovoljiv, i to sljede¢im, kanon-
skim, modelom ik

DeriNicuA 4.4 (KANONSKI MODEL I = (Dkan qkany 74 7451¢EN skup [4%)
1. D" = skup svih predmetnih konstanata jezika £,
2. za svaku predmetnu konstantu c, 7 "(c) = c,

3. za svaki prirok P*,{(ci, ...,c,) € T*"(P") akko Pc; . ..c, € .

4.2.2 Zadovoljivost zasicenih skupova

Sljedeci stavak tvrdi da kanonski model 94" izgraden prema maksimalnome i
w-potpunome suvislome skupu I';;** zadovoljava skup I'J**.

Stavak 4.6 (KANONSKA ZADOVOLIIVOST) Za svaki iskaz p, M  p akko p € TM,

Dokaz Provodi se matematickom indukcijom.

1 Zasvaki iskaz p s 0 pojavaka djelatelja, M5 = p akko p € T2,
2 Ako za svaki iskaz p s n ili manje pojavaka djelatelja,
Nk = p akko p € '™ (IND.HIP.),
onda za svaki iskaz p s n + 1 pojavkom djelatelja,
Mk = p akko p € IMax,

3 Zasvaki iskaz p, M | p akko p € M
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Dokaz osnovice (premisa 1):
Kako svaka predmetna konstanta u 9i**" oznacuje samu sebe, jasno je da

NEN = Pe, .. .c, akko (cy,...,c,) € TE(P").
A iz definicije kanonskoga modela dalje proizlazi da
(C1,...,Cp) € T*™(P") akko Pc; ...c, € ™,

Dokaz induktivnoga koraka (premisa 2):
ZadrZimo se na nekim slucajima iskaza p duljine n + 1.
Slucaj p = g
NEN = g akko MMM £ ¢
akko ¢ ¢ I')** (ind. hipoteza)
akko -g e I')™ (stavak 4.5).

Slu€ajp=gAr

M = gAr akko DM | g, M E r
akko ¢, r € I')*™ (ind. hipoteza)
akko (g A r) e I'}™ (stavak 4.5).

Slucaj p = Ixq.

Mk = Ixg  akko neki predmet ¢ zadovoljava g za M<"
akko M E g(c/x) (jer je predmet c oznacen konstantom c )
akko ¢(c/x) e I',*™ (ind. hipoteza)
akko dxq e I',™ (stavak 4.5).
Sli¢no se mogu dokazati i ostali slu¢aji. Time se dokazuje zaglavak (3) da je svaki

iskaz istinit u kanonskome modelu nekoga zasi¢enoga skupa akko je ¢lan toga
zasi¢enoga skupa.

Kororaru 4.1 [Zadovoljivost zasi¢enoga skupa] Svaki je zasicen skup iskaza za-
dovoljiv.

Dokaz Na temelju stavka 4.6 vrijedi da se za svaki zasi¢en skup moZze izgraditi
kanonski model koji zadovoljava skup. 4
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Vrijedi i sljedeéi stavak o bilo kojem skupu I'” samo s parnim pokazateljima na
konstantama:

Stavak 4.7 T je zadovoljiv akko je T zadovoljiv.

Dokaz Kljuc je dokaza sljedeca Cinjenica. Ako je skup I' zadovoljiv nekim tumace-
njem 7~ (u modelu M), onda je zadovoljiv i skup I'?, i to tumacenjem 7 (u modelu
I’) koje je kao 17, s time da 7 (c,) = 7'(cy,). Vrijedi i obratno. A

4.3 Iskazna logika i logika s funkcijama

NAPOMENA 4.1 (IskAZNA LOGIKA) Za iskaznu je logiku dostatno za dani maksima-
lan suvisao skup T™ definirati kanonsko tumacenje T gdje

za svako iskazno slovo P, T*"(P) = i akko P € |

Tada iz definicije kanonskoga tumacenja slijedi da za svaki jednostavan iskaz P,
Tk = p akko Pe T™, Na temelju toga i onih dijelova prethodnoga dokaza (za
logiku prvoga reda) koji se ticu sastavljenih iskaza, lako je uvidjeti da tumacenje
T*" zadovoljava skup T™*. Prema tome je u iskaznoj logici svaki maksimalan
suvisao skup zadovoljiv.

NaPOMENA 4.2 (PRIROCNA LOGIKA $ FUNKCIJSKIM SIMBOLIMA) Za prirocnu logiku s
Junkcijama dokaz treba prosiriti:

Funkcijski se simbol (f) u kanonskome modelu za maksimalan suvisao i w-
potpun skup T tumaci kao i obicno, tj. T*(f) je funkcija f: (D))" — Dk,
Sada poopéavamao dokaz stavka M<™ k= p akko p € T™™ tako da, umjesto opri-
mjerujucih konstanata, govorimo o oprimjerujucim zatvorenim predmetnim ozna-
kama (slucaji jednostavnih i pokolicnih iskaza). Tako, primjerice, u slucaju jed-
nostavnih iskaza (t je zatvorena predmetna oznaka), dokaz glasi ovako:

ME P ...t, akko (ci,...,c,) € TP, gdjec; = [L]™"
akko Pcy...c, eI')™
akko Pt;...t, e I* (jerPcy...c, 4F Pty ... t,)

4.4 Poucak o potpunosti
4.4.1 Logika prvoga reda

Dokazimo najprije sljedecu tvrdnju:
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Stavak 4.8 Ako je skup iskaza A suvisao, A je zadovoljiv.
Dokaz

- Neka je A suvisao,

- dakle suvisao je i AP (stavak 4.3),

- A? je podskup barem jednoga suvisloga skupa A,, koji je w-potpun (lema 4.2),

- A, je podskup barem jednoga maksimalnoga suvisloga skupa A™** (Lindenba-
umova lema 4.1),

- A = AD® | ). jest w-potpun (stavak 4.4),

- dakle A" € A™™ (def. nadskupa),

- A)* je zadovoljiv (modelom Mk stavak 4.6),

- dakle i A? je zadovoljiv,

- dakle i1 A je zadovoljiv (stavak 4.7),

dakle ako je A suvisao, A je zadovoljiv. 4

DokaZimo sada i sam poucak o potpunosti:

Poucak 4.1 (PoucCak o potpuNosTi) Ako I |E p, onda T + p.
Dokaz

Ako je A nezadovoljiv, A je nesuvisao (prema gornjem stavku 4.8),
dakle ako je 'U{—p} nezadovoljivo, onda je [U{—p} nesuvislo (ako A = TU{—=p}),
dakle akoI' = p, onda T + p (pooplenje stavaka 8.218.12). 4

4.4.2 Istovjetnost

Najprije je potrebno nadopuniti stavak 4.2 o ¢lanstvu u maksimalnim suvislim
skupovima (I"*¥), i to dvama slucajima.

a) c¢=cel™* zasvaku predmetnu konstantu c.
Dokaz se osniva na deduktivnome pravilu u=.

b) Akoc =d e I"*, onda za svaki iskaz p(d/x) € [, p(c/x) € ", i
za svaki iskaz p(c/x) € I"*, p(d/x) € ™,

Dokaz se osniva na deduktivnome pravilu i=.

Potrebne su odgovarajuce promjene i u dokazu kanonske zadovoljivosti zasiée-
noga skupa. Kako se sada javljaju i istovjetnosni iskazi, moramo napustiti ideju da
svaka predmetna konstanta oznacuje sebe i dopustiti da viSe predmetnih konsta-
nata moZe oznacivati istu konstantu. Uvodimo pojam istovrijednosnoga razreda

[c]:
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DEeFINICTIA 4.5 (ISTOVRIJEDNOSNI RAZRED KONSTANATA, [C], U MODELU I)t)
[c] ={c" [MEc=Cc'}.
Sada definiramo kanonski model 9t%a"=:

DErINICUA 4.6 (KANONSKI MODEL 9ika"= = (Dkan= qkan=y 7, q1¢EN0GA SKUPA I o)

1. D= = skup svih istovrijednosnih razreda za svaku predmetnu konstantu
Jjezika £,

2. za svaku predmetnu konstantu c, 7=(c) = [c],

3. za svaki prirok P" (ukljucujucii=), {[ci],...,[c,]) € T*"=(P") akko Pc, ...c,
eI,

Dokazujemo da je svaki iskaz p istinit za model %"=, izgraden za zasicen skup
I'*, ako 1 samo ako je p Clan skupa I')**. Dokaz je sli¢an dokazu za logiku

bez istovjetnosti s time da u osnovici matematicke indukcije dodajemo slucaj za
istovjetnosne iskaze:

M= ¢, =c,akkoc; =¢, €
Dokaz

Mkan= = ¢ = ¢,
akko 775=(¢c;) = 75=(c,)
akko [c;] = [c;] (def. 4.6)
akko za svaki c¢|’, ¢y’ zakoje c; = c;’,c; = ¢y’ € I, vrijedi da
¢’ = ¢y’ €I (def. 4.5, 4.6)
akkoc; = ¢y € I)* (jer {ci” = ¢’, ¢ =c¢1,¢) =} k¢ = ¢y,
ijer{c; =cy,ci' =c, ' =c} ke’ =¢’. A

Ostali se slucaji dokazuju sli¢no kao i za priroc¢nu logiku bez istovjetnosti.

4.5 Zadatci

1. Dopunite dokaz stavka 4.2 (str. 34), o ¢lanstvu u maksimalnome suvislome
skupu iskaza, dokazom slucaja4135.

2. Neka je zadan skup I'; = {=VxPx, Vx(—Px — Qx)}, a neka iskaz p; =
(@) =YxQx,
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(b) dxQOx,

(c¢) Ax—-Qx,

(d) =(PcV Qo),
(e) - Qc.

Koji iskazi, u svakome od navedenih slu¢aja, prema Lindenbaumovoj kon-
strukciji ¢ine skup I';11?

3. Neka je zadan skup I'; = {AxVy(Pxy A =Qyx), VxPxc}, a neka p; =

(@) QOx,

(b) Px — —Qx,
(c) =Ox V Pdx,
(d) Rey,

(e) Pz A Qe.

Koji iskazi, u svakome od navedenih slucaja, prema konstrukciji suvisloga
w-potpunoga skupa Cine skup I';;;?

4. Razmislite bi li se u svrhu izgradnje kanonskoga modela mogao kao domena
upotrijebiti i neki drugi skup umjesto skupa svih predmetnih konstanata, te
obrazlozite odgovor.

5. Dokazite stavak 4.6 (na str. 40), o kanonskoj zadovoljivosti, 1 za sluCaje
disjunktivnoga i opéega iskaza.

6. Neka opseg pojma zadovoljivost €ine sve zadovoljivi skupovi, a opseg pojma
suvislost svi suvisli skupovi. Kakav je odnos tih dvaju skupova u logici pr-
voga reda?

7. Zamislimo da logika nije potpuna (ali je pouzdana). Kakav bi tada bio odnos
opsega pojmova zadovoljivosti i suvislosti?






Poglavlje 5

PREBROJIVOST, KONACNOST,
ZADOVOLJIVOST

5.1 Beskonacnost i konacnost

Kako bismo mogli razumijeti i definirati joS neka svojstva logike prvoga reda
koja se odnose na veli¢inu predmetnoga podrucja i samih skupova iskaza, ukratko
¢emo se prisjetiti nekih osnovih pojmova iz teorije skupova (vecinu smo kojih
upoznali u srednjoj Skoli).

Skupovi su A 1 B jednakobrojni (ekvipotentni), A = B, ako 1 samo ako izmedu
njih opstoji odgovaranje (korespondencija) 1 za 1, tj. obostrano jednoznacno pres-
likavanje (bijekcija).!

KaZemo da istobrojni skupovi imaju isti kardinalni broj, |A| = |B.

Skup je A beskonacan (Dedekindova beskonacnost) ako i samo ako je jed-
nakobrojan s nekim svojim pravim podskupom. Inace je konacan. — Primjerice,
beskonacan je skup Ny (w, prirodni brojevi, uzimljemo da ukljucuju i broj 0) kao
i skup svih parnih pozitivnih cijelih brojeva, koji je pravi podskup skupa Nj. Pri-
mijetimo da je i prazan skup, @, konacan (jer nema svoj pravi podskup).

Skup je prebrojiv ako i samo ako je jednakobrojan sa skupom Z* (pozitivni
cijeli brojevi). Kardinalni je broj svakoga takva skupa &, (¢itamo: “alef nula”).

'Kako smo veé spomenuli u biljesci 1 na str. 6, funkcija (preslikavanje) sa skupa A u skup B jest
pridruZivanje svakomu ¢lanu skupa A jednoga ¢lana skupa B. Nadalje, funkcija je injektivna ako
se razlicitim ¢lanovima uvijek pridruZuju razliciti ¢lanovi, a surjektivna ako su svi ¢lanovi skupa
B pridruZeni nekomu ¢lanu skupa A. Bijekcija (odgovaranje 1 za 1) funkcija je koja je injektivna i
surjektivna.

2 Alternativno: skup je konacan ako i samo ako je jednakobrojan s nekim prirodnim brojem. Pri
tom je prirodan broj definiran kao skup svih manjih prirodnih brojeva.
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— Npr. prebrojiv je skup Q (racionalni brojevi) — sve racionalne brojeve mozemo
svrstati u tablicu, a zatim ih postaviti u linearni poredak (pratimo strjelice u donjoj
tablici!):

1 1 1
T 7 2 3 7
/ /! v
2 2 2
1 2 3
L/ 4
3 3 3
1 2 3

/

Skup je izbrojiv ako i samo ako je konacan ili prebrojiv.

Govorimo i o beskona¢nim neprebrojivim skupovima. To je, primjerice, skup
svih realnih brojeva, R, za koji kaZzemo da ima kardinalni broj ¢ (kontinuum). Ne-
prebrojivost se skupa R dokazuje dijagonalnim postupkom: definira se broj n veci
od 0 a manji ili jednak 1 (0 < n < 1), koji se od prvoga broja u pretpostavlje-
noj tablici svih brojeva toga intervala razlikuje prema prvoj decimali, od drugoga
prema drugoj itd. Definiranoga broja n nema u tablici, tj. ne moZe se prebrajanjem
do¢i do njega:

0, aig aip ais
0, a1 azp ans
0, a3; azp ass

Napomenimo da se brojevi u tablici zapisuju tako da nema nijedne znamenke iza koje slijede same
nule, nego se umjesto 0, 1000. . . pise 0,0999 . . .itd. (jer razlikaizmedu 0, 110, 0999 . . .konvergira
nuli: 0,01;0,001;0,0001;...) — dakle se radi samo o beskona¢nim decimalnim razlomcima. Broj
je n definiran tako da se dijagonalno umjesto a;; stavlja znamenka koja nije ni a;; ni 0. Stoga se n
razlikuje od prvoga broja po tome Sto umjesto a; ; ima bilo koju znamenku koja nije ni a; | ni 0;
od drugoga broja po tome §to umjesto umjesto a, > ima bilo koju znamenku koja nije ni a,» ni 0;
itd. n se stoga razlikuje od svakoga broja u tablici.

Do pojma neprebrojivosti dolazimo i preko pojma partitivnoga (potencijskoga)
skupa. Partitivni skup skupa S, ¢S, jest skup svih podskupova skupa S (uvijek
ukljucuje i prazan skup). Prema Cantorovu poucku (1891.), vrijedi sljedece:

kardinalni broj skupa § strogo je manji od kardinalnoga broja parti-
tivnoga skupa skupa S, |S| < |pS|
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Dokaz

1) IS| < |pS|, jer ima funkcija jedan za jedan (injektivna) za koju svaki Clan
s; € § ima kao svoju sliku jednoclani skup {s;} € pS.

2) Dijagonalnim se postupkom dokazuje da |S| # |pS|. Neka |S| = |pS|. Tada
opstoji odgovaranje jedan za jedan tako da svakomu s; € S odgovaraneki p; € pS.
Neka je p* skup svih ¢lanova skupa S koji nisu ¢lanovi svojih pridruZenih ¢lanova
skupa pS. I skup p* treba odgovarati nekomu s*. No, je 1i s* € p*. To nas pitanje
vodi u protuslovlje. Stoga ne stoji da |[S| = [pS]

Iz 1) 1 2) zajedno slijedi poucak. 4

Partitivni skup skupa S ima “veli¢inu” 25! jer svaki ¢lan skupa S moZe ali ne mora
biti u podskupu odredenoga skupa S'. Stoga, kako je kardinalni broj skupa Z* N,
partitivni skup skupa Z* ima kardinalni broj 2. No, prema Cantorovu poucku,
2% strogo je vece od N.

Moze se dokazati da [R] = ¢ = 2%.3 Prema Cantorovoj hipotezi kontinuuma
(1878.), nema kardinalnoga broja izmedu N i ¢, u skladu s ¢ime bi vrijedilo da je
2% jidudi kardinalni broj nakon Ry, tj. 8 = 2% (jer ¢ = 2M0),

Predmetno podrucje u modelu prvoga reda, dakle moze biti kona¢no, prebrojivo
ili neprebrojivo.

Pogledajmo sada koliko ima mogucih izraza u jeziku logike prvoga reda. Pola-
zimo od broja osnovnih simbola u rje¢niku, a to je prebrojivo mnogo (zbog indek-
siranja simbola). Ako duljinu izraza mjerimo brojem pojavaka osnovnih simbola,
onda izraza duljine 1 ima prebrojivo mnogo, izraza duljine 2 prebrojivo X prebro-
Jivo mnogo, itd.:

skup izraza duljine 1: kardinalni broj N,
skup izraza duljine 2: kardinalni broj 2,
skup izraza duljine 3: kardinalni broj N2,

3To se dokazuje

e pomodu svojstva realnih brojeva da se svaki realan broj moze injektivno (jedan za jedan)
preslikati u podskup racionalnih brojeva manjih od njega (pa je ¢ < 2M),

e te pomocu svojstva da se svaki podskup skupa Z* mozZe injektivno preslikati u realan broj
s decimalnim znamenkama samo 0 i 1 unutar zatvorenoga intervala [0, 1] (pa je 2% < ¢)
(pritom se svakomu n-tomu pozitivnomu cijelomu broju ako je ¢lan podskupa, pridruZuje
1 kao n-ta decimalna znamenka, inace 0).
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skup izraza duljine n: kardinalni broj N.

Medutim 8y X 8y = Ny — kao §to prebrojivo mnogo brojnika s prebrojivo mnogo
nazivnika daje takoder prebrojivo mnogo razlomaka. Kako kona¢nim brojem ope-
tovanja mnozenja Ny s Ny ne izlazimo iz prebrojivosti, slijedi da izraza u jeziku
prvoga reda svake duljine n ima prebrojivo mnogo. A kako duljina takoder ima
prebrojivo mnogo, slijedi da izraza ukupno ima ponovno 8y X 8y = ;. Uo¢imo
da ve¢ samih jednostavnih formula ima prebrojivo mnogo (npr. nakon prebrojivo
mnogo jednomjesnih priro¢nih simbola moZe se javiti prebrojivo mnogo pred-
metnih oznaka). Stoga i formula jezika logike prvoga reda ima prebrojivo mnogo.
Prema tome skupova formula (partitivni skup prebrojivoga skupa) ima neprebro-
Jivo mnogo, no konacnih skupova formula ponovno ima prebrojivo mnogo, jer
jedan konacan skup formula mozemo, prema obziru na duljinu, promotrati kao
jedan (konacan) izraz.

5.2 Lowenheim-Skolemov poucak

Nakon §to smo definirali moguce veli¢ine predmetnoga podrucja kao i veli¢inu
skupa svih formula, prelazimo na dva klju¢na poucka koji se odnose na te veliCine.
Najprije govorimo o logici prvoga reda bez istovjetnosti i njezinom jeziku .%Z,.

Poucak 5.1 (LOWENHEIMOV POUCAK) Ako je iskaz p jezika £, zadovoljiv, zadovo-
ljiv je nekim modelom s prebrojivim predmetnim podrucjem.

Poucak 5.2 (LOWENHEIM-SKOLEMOV POUCAK) Ako je skup I iskaza jezika £, zado-
voljiv, zadovoljiv je nekim modelom s prebrojivim predmetnim podrucjem.

Dokaz

- Neka je I zadovoljiv,

- dakle I' je suvisao (stavak 3.1),

- dakle T je zadovoljiv ina¢icom 9t* kanonskoga modela M za I'* (gdje su
svi pokazatelji na konstantama parni), pri ¢em za svaku konstantu c; koja se
javljau T, 75 (¢;) = T50(cy)),

- dakle I' je zadovoljiv u modelu s prebrojivim skupom predmetnih konstanata
kao predmetnim podrucjem (poucak o potpunosti).

dakle ako je I' zadovoljiv, I' je zadovoljiv modelom s prebrojivim predmetnim
podrucjem. A
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Lowenheimov i Lowenheim-Skolemov poucak, kako smo ih formulirali, ne
stoje za priro¢nu logiku s istovjetnoséu. Naime, predmetno podrucje u kanon-
skome modelu moZe biti samo jedan predmet. Tako je npr. iskaz

Vxx=c¢

istinit samo u modelu s jedno¢lanim predmetnim podru¢jem. No, za logiku prvoga
reda s istovjetno$cu i njezin jezik .Z),- vrijede preformulacije Lowenheimova i
Lowenheim-Skolemova poucka, tako da umjesto rijeci “prebrojiv”’ stavimo “iz-
brojiv” (zasto?):

Poucak 5.3 (LOWENHEIM-SKOLEMOV POUCAK ZA LOGIKU PRVOGA REDA S =) Ako
je skup T iskaz jezika Z,- zadovoljiv, zadovoljiv je nekim modelom s izbrojivim
predmetnim podrucjem.

Napokon, spomenimo da se moZe dokazati i tzv. uzlazni Léwenheim-Skolemov
poucak za logiku prvoga reda s istovjetnoscu, prema kojem je skup iskaza koji
je zadovoljiv modelom s prebrojivim predmetnim podrucjem, zadovoljiv mode-
lom s neprebrojivim predmetnim podru¢jem. U svrhu dokaza, definira se model s
neprebrojivim predmetnim podruc¢jem kao nadskupom prebrojivoga, s time da se
zajednicki ¢lanovi predmetnih podrucja u relacijama modela ponasaju jednako, a
svi novi ¢lanovi neprebrojivoga predmetnoga podrucja kao odredeni izabrani ¢lan
prebrojivoga. — U razlici prema uzlaznome, sam Lowenheim-Skolemov poucak
zovemo 1 silaznim Lowenheim-Skolemovim pouckom.

5.3 Kompaktnost

Poucak 5.4 (PouCak o KOMPAKTNOSTI) Ako je svaki konacan podskup U skupa A
zadovoljiv, A je zadovoljiv.

Dokaz

- Neka je A nezadovoljiv,

- dakle A je nesuvisao (stavak 4.8),

- dakle ima neki konacan nesuvisao podskup I" od A (poopcena def. 8.14 dokaza),
- dakle ima neki konacan nezadovoljiv podskup I" od A (stavak 3.1),

dakle ako je A nezadovoljiv, ima neki njegov konacan nezadovoljiv podskup T,
dakle ako je svaki kon€an podskup I' zadovoljiv, A je zadovoljiv. 4
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Kompaktnost logike prvoga reda znaci da se problem nezadovoljivosti beskonac-
noga skupa iskaza (a taj je skup uvijek prebrojiv) svodi na problem nezadovolji-
vosti nekoga kona¢noga skupa iskaza, a problem nezadovoljivosti za neprebro-
jivo mnogo skupova iskaza, na problem nezadovoljivosti za prebrojivo mnogo
(konacnih) skupova iskaza.

KororLarRy 5.1 Ako A E p, onda za neki konacan ' C A, T E p.
Dokaz V.vjezbu 1 nastr. 52 A

Korolarij dodatno objasnjava $to to znaci da je deduktivni sustav prvoga reda pot-
pun, iako svaki dokaz u tom sustavu ima konacan broj pretpostavaka.

5.4 Zadatci

1. Dokazite korolarij 5.1 na str. 52 pomoc¢u poucka 5.4, o kompaktnosti.
2. Navedite sve ¢lanove partitivnoga skupa skupa {a, b, {c}}!
3. Koliko ima dokaza (u logici prvoga reda) duljine 1?

4. Koliko ima mogucih dokaza duljine 2? MoZete li poopciti odgovor za do-
kaze bilo koje duljine n?

5. Koliko, dakle ukupno ima dokaza u logici prvoga reda?

6. Imaliu logici prvoga reda formula koji su zadovoljive samo prebrojivim, ali
ne i neprebrojivim modelom? Ima li, obratno, u logici prvoga reda formula
koje su zadovoljive samo neprebrojivim, ali ne 1 prebrojivim modelom?

7. Objasnite kako je moguce da je deduktivni sustav logike prvoga reda pot-
pun, iako svaki dokaz polazi od kona¢no mnogo pretpostavaka, dok I" takav
daT + p moZe biti i beskonacan?
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Poglavlje 6

Nepotpunost sustava i nedefinirljivost istine

6.1 Istinitost i dokazljivost

Usporedimo dvije po obliku sli¢ne recenice obi¢noga, neformaliziranoga je-
zika. Jedna (paradoks “Lazljivca”) govori o istinitosti , a druga o dokaZljivosti,
obje na nijecan nacin.

Ova reenica nije istinita. 6.1

Pretpostavimo da je reCenica 6.listinita. Tada je istinito ono Sto ona kaze, a to je
da sama nije istinita. Dakle, ako je 6.1 istinito, onda 6.1 nije istinito. Pretposta-
vimo sada da 6.1 nije istinito. No 6.1 upravo to i kaze, dakle odgovara stvarnomu
stanju. Prema tome je 6.1 istinito. Dakle, ako je 6.1 istinito, onda 6.1 upravo nije
istinito. To je paradoks ‘Lazljivca’, prema kojem 6.1 niti jest niti nije istinito, iako
bi trebalo biti jedno od toga dvojega (ako svaka recnica treba biti bilo istinita, bilo
neistinita).!

Evo sada sli¢ne recenice (koja neformalno uvodi u Godelov poucak o nepotpu-
nosti), samo $to umjesto o istinitosti govori o dokazljivosti:

Ova recenica nije dokazljiva. (6.2)

Pretpostavimo da je 6.2 dokazljivo. To znaci da je dokazljivo da 6.2 nije dokazljivo,
Sto protuslovi pretpostavci (da je 6.2 dokaZljivo), pa prema tome moramo odbaciti

"Paradoks “LaZljivca” pripisuje se Eubulidu, filozofu &etvrtoga stoljeéa prije Krista. Postoji i
starija, neSto drukcija formulacija, koja se pripisuje Epimenidu (jednomu od sedam grckih mu-
draca, oko 600. prije Krista): “Jedan Krecanin kaze: svi Krecani lazu”, koja nije pravi paradoks.
Analizirajte zasto!
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pretpostavku, ukoliko je naSa metoda dokazivanja suvisla (neprotuslovna). Pret-
postavimo pak da 6.2 nije dokazljivo. To upravo potvrduje ono Sto 6.2 i kaZe, a
to je da 6.2 nije dokazljivo. Preostaje dakle samo da 6.2 nije dokaZzljivo, i da je
prema tome istinito, jer upravo tvrdi o sebi da nije dokaZljivo.

Promotrimo i nijek recenica 6.1 1 6.2.

‘Nije tako da je ovare€nica neistinita’ trebala bi biti i istinita i ujedno neistinita.
Vidjeli smo, naime da reCenica 6.1 ne moZe biti ni istinita ni neistinita. No ako
nije istinita, njezin je nijek neistinit, a ako nije neistinita, njezin je nijek istinit.
Medutim, prema klasi¢nome logi¢kome zakonu o neprotuslovlju, nijedna recenica
ne moZe biti i istinita i neistinita.

Nijek recenice 6.2, dakle recenica ‘Nije tako da ova recenica nije dokaZljiva’,
takoder nije dokazljiva (kao ni 6.2). Jer ako pretpostavimo da je dokaZljiva, a
6.2 iskazuje vlastitu nedokazljivosr, onda nijek recenice 6.2 iskazuje dokazljivost
recenice 6.2, Sto, kako smo vidjeli, vodi protuslovlju. Pritom pretpostavljamo da
se dokazivanje provodi u nekome suvislome sustavu (koji ne moZe dovesti do
protuslovlja) — no poslije ¢emo se, u to¢nijoj analizi, jo§ vratiti na pojam suvislosti
dokaznoga sustava.

Paradoks LaZljivca pokazuje da je jezik koji sadrZi i jedinstveni prirok (po-
jam) istinitosti reCenica toga jezika, antinomiCan, u smislu krSenja klasi¢noga
logi¢koga zakona o istinitosti u skladu s kojim bi svaka recenica trebala biti bilo
istinita, bilo neistinita, i ne oboje. Stoga smo i uveli poseban formalizirani jezik
za logiku prvoga reda, koji ne sadrzi prirok istinitosti reCenica toga jezika, nego je
taj prirok uveden kao semanticki prirok, pripadan metajeziku i metateoriji o logici
prvoga reda.

U jezik logike prvoga reda nije bio uveden ni prirok dokazljivosti prvoga reda,
nego takoder samo kao (meta)teorijski, ali sintakticki prirok. Na temelju gornjega
neformalnoga primjera, ¢ini se da taj prirok, ako je sastavni dio istoga jezika na
reCenice kojega se 1 odnosi, nije antinomican, ali da vodi odredenomu obliku ne-
potpunosti — postojanju istinitih, ali nedokazljivih iskaza.

U ovome ¢emo poglavlju pokazati kako se logika prvoga reda moZe proSiriti
tako da u sebi ukljucuje prirok dokazljivosti vlastitih reCenica i uopce sintakticku
metateoriju vlastitoga jezika i dedukcije, te kako uslijed toga takva logika pos-
taje nepotpunom (ne samo u jednom smislu). No pokazat éemo, za razliku, da ni
tako proSirena logika prvoga reda ne moze ukljucivati svoju semantiku s njezinim
temeljnim pojmom istine.

Logika prvoga reda koja moZe zakljucivati o vlastitu jeziku i sustavu (i u tom
smislu biti svojevrsnom logikom logike), jest elementarna aritmetika kao posebna
primijenjena logika prvoga reda.
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6.2 Aritmetika kao logika

U razmatranju elementarne aritmetike kao primijenjene logike, zanimat ¢e nas
ponajprije odnos temeljnih logi¢kih pojmova istinitosti i dokaZzljivosti, semantike i
sintakse, te neka bitna svojstva samoga deduktivnoga sustava. Pri tom ¢e nam biti
potrebno samo osnovno aritmeticko znanje koje se temelji na zbrajanju i mnozZenju
prirodnih brojeva.

U sredistu ¢e nam zanimanja biti ¢uveni Godelov poucak o nepotpunosti,
prema kojem u bilo kojem sustavu aritmetike prvoga reda, ako je u jednom po-
sebnom smislu suvisao (vidjet ¢emo o kakvoj se suvislosti radi), ima iskaza tak-
vih da ne moZemo dokazati ni njih ni njihov nijek. Takvi se iskazi nazivlju neo-
dludljivima. Za sustav (teoriju) u kojem se javljaju neodlucljivi iskazi, kaZzemo
da je sintakticki nepotpun. No pokazat ¢emo da je taj sustav nepotpun i u se-
mantickome smislu, upravo u onom u kojem smo za opcu logiku prvoga reda
dokazali da je potpuna.

Takoder, i u uskoj povezanosti s pouckom o nepotpunosti, zadrzat ¢emo se i
na Tarskievu poucku o nedefinirljivosti istine,* prema kojem se pojam aritmeticke
istine ne moze definirati unutar same aritmetike (kao posebne logike prvoga reda).

Jezik aritmetike prvoga reda (kao posebne logike prvoga reda) svest ¢emo na
aritmeti¢ke simbole, formule i iskaze, a njezinu semantiku na jedan jedini, arit-
meticki model, koji se osniva na skupu prirodnih brojeva, tako da recenice nece
imati drugo doslovno znacenje osim aritmetickoga. To, nadalje, znaci da ¢e arit-

meticka istina biti isto Sto i valjanost.

Time ne isklju¢ujemo opstojnost i drugih modela. Strukturalno istovjetne (izomorfne) modele,
u kojima vrijede sve relacije kao u modelu prirodnih brojeva, nazivljemo standardnim modelima
aritmetike (prvoga reda).* Zbog izomorfizma svi se oni ponasaju jednako, te je stoga dovoljno go-
voriti o jednome standardnome modelu — modelu samih prirodnih brojeva. Ostali modeli, koji nisu
izomorfni modelu prirodnih brojeva, nazivlju se nestandardnima. Primjerice, polaze¢i od kom-
paktnosti te zakljucujuci na zadovoljivost beskonacnoga skupa (standardnoj aritmetici pridodanih)
aksioma oblika ¢ > n za svaki prirodan broj n, dolazimo do aritmetickoga modela koji sadrZi i
nestandardni broj ¢, ve¢i od svakoga prirodnoga broja (v. i napomenu na kraju ovoga odjeljka). —

2Kurt Godel (1906.-1978.) je dokazao taj poucak u radu ‘O formalno neodlu¢ljivim stavcima
Principia mathematica i srodnih sustava, I’, objavljenome 1931. godine (v. hrvatski prijevod V.
Kirina u dodatku knjige Nagel, E.; Newman, J., Godelov dokaz, Zagreb: Kruzak, 2001., str. 87-
117).

3 Alfred Tarski je taj poucak dokazao u svom radu ‘Pojam istine u formaliziranim jezicima’
(1935).

“Modelu prvoga reda 9t izomorfan je model M’ ako i samo ako postoji bijekcija f s domene
D na domenu D’, pri ¢em za svaku relaciju R nad D i R” nad D’ vrijedi: R(dy, ..., d,) ako i samo
akoR'(d’, ..., d;).
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KaZemo da je skup iskaza (primjerice, aksioma) istinitih samo u modelima koji su svi izomorfni,
kategorican.. U tom smislu i za Citavu logiku ili teoriju uopée mozemo reci da jest ili nije ka-
tegori¢na. Tako npr. opéa logika prvoga reda nije kategoricna, jer su njezini valjani iskazi istiniti
kako na kona¢nom, tako i na beskona¢nom predmetnom podrucju (domeni), dakle u modelima
koji nisu izomorfni.

Nadalje, deduktivni sustav logike prvoga reda proSirit ¢emo posebnim, upravo
aritmetickim aksiomima, na koje ¢emo se moci pozvati bilo gdje u dokazu, bez
ikakvih daljnjih opravdanja. MoZemo ih shvatiti kao stalnu zalihu pretpostavaka
svakoga aritmetickoga dokaza, koja je ugradena u sam sustav. U tom se smislu
aritmeticki poucci svode na dokaZzljivost iz aritmetikoga sustava (s uklju¢enim
specifi¢nim aritmetickim aksiomima), bez dodatnih pretpostavaka.

Aritmeticki bi sustav (aritmeti¢ki aksiomi zajedno s opéim deduktivnim pra-
vilima) bio formalno (sintaktic¢ki) potpun (“pokrio” bi cijelu elementarnu aritme-
tiku) kad bi se u tom sustavu svaki aritmeticki iskaz mogao dokazati ili opovréi,
no vidjet ¢emo da to nije slucaj. Takoder, kad bi sustav bio semanticki potpun,
aritmeticka bi istina to¢no odgovarala aritmeti¢kim pouccima, no vidjet ¢emo da
ni to nije slucaj.

Dokaz poucka o nepotpunosti (sintakti¢noj i semantickoj) dug je i vrlo sloZen,
te ¢emo ga prikazati samo u osnovnim crtama.’ Prikazat éemo

e kako jezik i sustav logike prvoga reda moZemo pretvoriti u aritmeticki jezik
1 sustav;

e kako se sintakti¢na (dakle metamatematicka) svojstva mogu izraziti arit-
meticki;

e kako se u dobivenome aritmetickome jeziku moze izgraditi iskaz (G) koji
sam o sebi tvrdi da je nedokazljiv;

e daje i pod kojim uvjetom G u aritmetickome sustavu neodlucljiv;

e da je G istinit (u standardnome aritmetickome modelu).

Ako je G neodlucljivo, dakle nije poucak, primijetimo da je sa stajaliSta opée logike prvoga reda,
koja je potpuna, ocito da ¢e onda biti i drugih, nestandardnih aritmetickih modela, u kojima je G
neistinito.

3Jedna se rekonstrukcija moZe naéi u knjizi Nagel, E.; Newman, J. (prijevod Maje Hudoletnjak
Grgié), Godelov dokaz, kao i, primjerice, u K. Podnieksa (http://www.ltn.lv/~podnieks/
gt.html#contents).
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Nakon toga ¢emo dodati i nekoliko napomena o tzv. drugome Godelovu dokazu
nepotpunosti.

Na temelju svega nece biti komplicirano razumjeti i dokazati i Tarskiev poucak
o nedefinirljivosti istine.

6.3 Primjena logike prvoga reda na aritmetiku

U rje¢niku aritmetickoga jezika, o7, zadrzavamo samo sljedece logicke i pomo¢-
ne simbole:

Xy z x
- Vv VY

)

Ostali su logicki simboli definirani, i kad ih u nastavku budemo rabili, bit ¢e to
samo kao pokrate:

pAgqg umjesto —(-pV q)
p — g umjesto —pVg

dxp  umjesto —Vx-p

Od opisnih se simbola u jeziku <7 javljaju sljedeci:

0 : brojnula (predmetna konstanta)
! (neposredni) sljedbenik

+ : zbrajanje

X : mnoZenje

‘0’ je jedina predmetna konstanta, ’ je jednomjesni funkcijski simbol, a ‘+’ i
‘X’ su dvomjesni funkcijski simboli. Neformalno ¢emo kao pokrate rabiti i druge
aritmeticke simbole, koji se svi dadu zamijeniti osnovnima. Predmetne su oz-
nake, prema tome, O i oznake tvorene na osnovi nule pomocu funkcijskih oz-
naka, primjerice 0’, 07, 0", ... (koje ¢emo Cesto krace i neformalno zapisati kao
1,2,3,..),zatim 0" + 0", (3 + 4) X 2 itd.

Formule tvorimo na uobicajen nacin logike prvoga reda (istovjetnosna formula,
nijek, disjunkcija i opéa formula). I tu se rabe uobicajene pokrate, npr.:

X < yumjesto Az x + 7' = y.
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U semantici, u smislu kako smo ve¢ spomenuli, rabimo samo jedan model — arit-
meticki (ili bilo koji izomorfni), gdje je predmetno podrucje skup prirodnih bro-
jeva (uklju€ujuéi 0), s uobicajenim i dobro poznatim znacenjima aritmetickih i
logickih izraza (kako smo ih ve¢ neformalno i naveli u popisu simbola).

U aritmetickome deduktivnome sustavu na poznata dokazna pravila dodajemo
sljedece, specificno aritmeticke aksiome:

Al Vx—-x"=0

A2 VxVy(xX' =y = x=y)

A3 Vxx+0=x

A4 VxVyx+y =(x+y)

A5 Vxxx0=0

A6 VaxVyxXy =xXy+x

AS  (p(0) A Vx(p(x) = p(x'))) = Yxp(x)

AS je induktivna aksiomatska shema, tj. op¢i oblik koji podrazumijeva beskonac-
no mnogo aksioma koji imaju taj oblik. Takav sustav zovemo zovemo Peanovom
aritmetikom prvoga reda, PA.°

Primijetimo da Al izraZuje nesurjektivnost funckije ’, a A2 njezinu injektiv-
nost, ¢ime je izraZena beskonacnost. AS pak iskazuje izbrojivost i omogucuje za-
klju¢ivanje matematickom indukcijom. A1, A2 1 AS zajedno, prema tome, izraZzuju
prebrojivost (skup je prirodnih brojeva prebrojiv). Nadalje, kako je o€ito, A3 1 A4
definiraju zbrajanje, a A5 i A6 mnoZenje.

6.4 Sintaksa izrazena aritmeticki

Pretpostavka je izgradnje iskaza G, koji o sebi tvrdi da je nedokaZljiv iz arit-
metickih aksioma, da u aritmetici imamo moguénosti govoriti 0 samim aritmetic-
kim iskazima 1 njihovim sintakti¢nim svojstvima (kao Sto je dokazljivost). Dru-
gim rijeCima, potrebno je mo¢i metateoriju aritmetike (“metamatematiku’) izra-
ziti aritmeticki. Godel je iznaSao zanimljiv nacin kako to uciniti. Najprije svakomu
simbolu aritmetike prvoga reda pridruzimo neki prirodan broj, koji nazivljemo
Godelovim brojem toga simbola. Evo tablice pridruZivanja brojeva simbolima:

vV V () x Yy z x4
7 8 9 10 11 13 17 19

Giuseppe Peano (1858.—1932.), talijanski matemati¢ar i logi¢ar; zasluZan je, uz njemackoga
matematicara Richarda Dedekinda (1831.—1916.), za aksiomatizaciju teorije prirodnih brojeva.
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Godel ima unekoliko druk¢ije pridruZivanje, zbog druge inacice logicko-matema-
tickoga sustava u kojem provodi dokaz, a mi smo upotrijebili Nagel-Newmanovo
pridruZivanje.

Nadalje, kad je rijec o izrazu, svakomu simbolu koji se javlja na prvome mjestu
u izrazu, pridruZujemo prvi prost broj (2) potenciran Gédelovim brojem toga sim-
bola; drugomu simbolu drugi prost broj (3) potenciran brojem drugoga simbola
itd. Sli¢no vrijedi i za svaki niz formula (primjerice, dokaz je niz formula): prvoj
se formuli pridruzuje prvi prost broj potenciran Gédelovim brojem te formule,
drugoj drugi prost broj potenciran Godelovim brojem druge formule itd.

Svaka aritmeticka formula i svaki niz formula mogu dobiti svoj Godelov broj,
i to na nacin kao u sljede¢em primjeru: formula

x=0
ima Godelov broj
2" x 3 x5

Dakle, prvi prost broj (za prvi simbol u formuli) potenciramo brojem prvoga sim-
bola, to mnoZimo s drugim prostim brojem potenciranim brojem drugoga simbola,
Sto zatim mnoZimo tre¢im prostim brojem potenciranim brojem trecega simbola
(itd. ako je formula dulja). Analogno se obrojcava i niz formula. Npr. niz formula

x=0,y=0

ima Godelov broj

22“x35x51 x 3213><35><51

Kako je dokaz upravo niz formula u kojem je zadnja formula dokazana pos-
tavka, tako i svaki dokaz moze imati svoj Godelov broj. Pritom, za ilustraciju, ako
je rije¢ o naravnoj dedukciji, dokazne crte mozemo izostaviti, a format izvoda iz
pretpostavke (s poddokaznom crtom) zamijeniti odgovaraju¢im pogodbama kao u
sljedeéem primjeru:’

p
q

g

’Sam se Godelov deduktivni sustav sastoji isklju¢ivo od aksioma i aksiomatskih shema te
pravila modus ponens, koje omogucuje izvodenje novoga retka iz prethodnih (aksiomatski sustav).
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moZemo zamijeniti sljede¢im nizom:

p—=q,(pAr)—s.

Sada se moZe definirati svojevrsni “kodni sustav” takav da se tvrdnjama o arit-
meti¢kim relacijama (ukljucujudi i svojstva) izmedu brojeva na “Sifriran” nacin
iskazuju sintakticke relacije (ukljucujudi i svojstva) izmedu jezi¢nih oblika, kao
primjerice to da je neki izraz formula, da je neka formula aksiom, da neki niz
formula dokazuje neku formulu itd. Nizom medusobno povezanih definicija jed-
noznacno se povezuju sintakticke i aritmeticke relacije tako da vrijedi sljedece:

Ma, . ..a, ako i samo ako Ax; ... x,, (6.3)

pri ¢em je M sintakticka relacija (svojstvo ili odnos) izmedu sintakti¢kih predmeta
ai,...,a,, A odgovarajuca aritmeticka relacija, a x; Godelov broj sintaktickoga
predmeta a; (Godel daje 46 takvih definicija). Na temelju toga odgovaranja, sin-
takti¢ne se (metajeziCne) recenice mogu jednoznacno prevesti u aritmeticki jezik
(odnosno, aritmetic¢ki kodirati).

KaZemo da su sve definirane aritmeti¢ke relacije, osim jednomjesne DOK',
kojom se prevodi dokazljivost, izracunljive i odluéljive jer se odluka (odgovor)
o pitanju o njihovoj zadovoljenosti (uredenom n-torkom brojeva) moZe izracunati
kao primitivna rekurzivna funkcija. — Ugrubo receno, primitivna rekurzivna funk-
cija konacan je niz primjena osnovnih aritmetickih funkcija — to su nul-funkcija
(f(x) = 0), sljedbenicka (x' = x+ 1) i istovjetnosna funkcija (npr. id(x) = x) —, za-
tim primjena supstitucije primitivnih rekurzivnih funkcija za varijable i, napokon,
primjena primitivne rekurzije na same primitivne rekurzivne funkcije. Primjer
se primjene primitivne rekurzije nalazi u gore navedenim Peanovim aksiomima
A4-AS, kojima se definira zbrajanje, i u aksiomima A6-A7, kojima se definira
mnoZzenje.

Nadalje, sve su primitivne rekurzivne aritmeticke relacije povezane s (nere-
kurzivnom) aritmeti¢kom relacijom DOK', koja je aritmeticki prijevod (kod) za
sintakti¢ku relaciju aritmeticke dokaZzljivosti (PA F), i to na sljedeéi nacin:

{ ako Rx ...x,, onda DOK("Rx; ...x,") 6.4)

ako =Rx; ...x,, onda DOK("=Rx;...x,")

gdje je "Rx; ...x, "' Godelov broj reCenice Rx; ... x, izrazene aritmetickim jezi-
kom .7, a R rekurzivna relacija (za sve je vrijednosti varijabla xi, . . ., x, izracunlji-
vo stoje ili ne u relaciji R). Sama nerekurzivna relacija DOK' definira se pomoc¢u
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opstojnosti i rekurzivne relacije D?, koja je aritmeticki prijevod sintakti¢ne rela-
cije “dokazuje” (“x dokazuje/jest dokaz za y”):

DOK(y) < 4.y AxD(x,y).

6.5 Aritmeticki iskaz o vlastitoj nedokazljivosti

Prijedimo sada na izgradnju aritmetickoga iskaza koji osim $to ima Cisto arit-
meticki sadrzaj, ujedno treba biti i aritmeticki prijevod sintakticke (metajezine)
recenice “Ova reCenica nije dokazljiva” (v. Uvod u ovo poglavlje). Taj se iskaz
uobicajeno krac¢e oznacuje s ‘G’ (prema Godelovu prezimenu).

Polazimo od formule

Vx-D(x,y) (6.5)

Formula 6.5, prema tome kaZe da nijedan broj x nije broj dokaza za izraz s brojem
v, tj. da izraz s brojem y nije dokaZljiv.

Sada je potrebno formulu 6.5 tako preoblikovati da upravo o sebi kaze da nije
dokazljiva. U tu se svrhu sluZimo tromjesnim funkcijskim simbolom sb* koji je
aritmeticki prijevod za sintakticki postupak supstitucije 1) u odredenu formulu, 2)
odredenoga izraza, 3) za odredenu varijablu. Konkretno, potrebna nam je funkcij-
ska predmetna oznaka

sb(y,y,13)
koja oznacuje broj formule koja se dobije supstitucijom
1. u formulu s brojem y,
2. izraza brojay,
3. za varijablu s brojem 13 (a to je upravo varijabla ‘y’).
Uvrstimo tu funkcijsku oznaku u 6.5. Dobivamo
Vx—D(x, sb(y,y, 13)). (6.6)
Neka ta formula ima Godelov broj g. Supstitucijom g/y dobivamo iskaz:
Vx—-D(x, sb(g, g, 13)). (6.7)

Oznaka sb(g, g, 13) broj je formule 6.7, jer je ona dobivena upravo supstitucijom
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1. u formulu s brojem g (to je formula 6.6),
2. izraza “g” broja g,

3. za varijablu s brojem 13 (varijabla ‘y’).

Stoga je iskaz Vx—D(x, sb(g, g, 13)) aritmeticki prijevod sintakti¢ke recenice ‘Ova
recenica nije dokaZzljiva’, tj. to je traZeni aritmeticki iskaz G, a njegov je Godelov
broj sb(g, g, 13). G je prema tome u aritmetici istovrijedan tvrdnji o nedokazljivosti
samoga G:

PA+ G & -IxD(x,"G") (6.8)
to jest, sluzeci se Godelovim brojem za G, PA + G & —3xD(x, sb(g, g, 13)).

6.6 Neodlucljivost iskaza G

Sada ¢emo pokazati da G, ali ni -G, nisu dokazljivi u PA, i to pod odrede-
nim uvjetom suvislosti aritmetickoga sustava (PA). Op¢enito, ako p ni —p nisu
dokazljivi, kazemo da je p neodludljiv, a sustav u kojem je p neodljucljiv kazemo
da je sintakti¢ki nepotpun.’

6.6.1 Nedokazljivost G
Pretpostavimo, najprije, da je G dokaZzljivo u PA, Sto zapisujemo ovako:
PA+G

Slijedi da ima neki broj x koji “dokazuje” broj "G, pri ¢em je “dokazivanje” re-
kurzivna aritmeticka relacija koja odgovara sintakti¢noj relaciji dokazivanja. Rekli
smo prije (6.4) da je svaka rekurzivana aritmeticka relacija dokaZzljiva u PA, pa
prema tome

PA + AxD(x,"G™)

Medutim, prema 6.8, 3xD(x, "G") istovrijedno je s =G. Stoga moZemo pisati:
PA + -G

Dobili smo protuslovlje — ako je u PA dokazljivo G, onda je dokazljivo i =G.

Prema tome:

8Poucci (zajedno s aksiomima) suvisloga i sintakti¢ki potpunoga sustava ine maksimalan su-
visao skup iskaza (v. definiciju 4.1).
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ako PA + G, onda je PA nesuvisao,
iz Cega slijedi:
ako je PA suvisao, onda PA ¥ G.

6.6.2 Nedokazljivost -G

Pretpostavimo sada da je u PA =G dokaZljivo:
PA + -G
Prema 6.8, =G je istovrijedno s dokazljivos¢u G. Stoga moZemo pisati:
PA + AxD(x,"G™)

No pokazano je malo prije da G nije dokazljivo u PA (ako je PA suvisao sustav).
Dokazljivost nije rekurzivna relacija, ali to da je x dokaz za y, jest. U prvome
sluc¢aju ne moZemo, ali u potonjem moZemo primijeniti stavak da je svaka pri-
mitivna rekurzivna relacija medu brojevima dokazljiva u PA (stavak 6.4). Prema
tome, koji god broj n; uzeli, n; nee biti broj dokaza za G, a zbog dokaZljivosti
rekurzivnih relacija, imamo:

PA + -D(n;,"G™)

PA + ~D(ny,"G7)

PA + ~D(n3,"G")
itd.

Time doduse nismo dobili protuslovlje u PA, ali imamo iskaz oblika dxp i ujedno
nijek svakoga izgradenoga supstitucijskoga primjera za taj iskaz, dakle iskaze
oblika —p(c;), =p(cy), =p(c3) itd., Sto u beskonacnosti, potencijalno, vodi pro-
tuslovlju. Takva se (potencijalna) nesuvislost nazivlje w-nesuvislo$¢u. Dakle,

ako je PA + =G, onda je PA w-nesuvisao,
Sto opet daje sljedeci rezultat:
ako je PA w-suvisao, onda PA ¥ —-G.

Inace, kako nam je ‘3’ samo definirani simbol (nema ga u rje¢niku aritmetickoga
jezika), w-nesuvislost definiramo pomocu ‘¥’. Pa moZemo reci:
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sustav je S w-nesuvisao ako i samo ako je u S dokazljiva svaka for-
mula u nizu p(cy), p(c»), p(c3), . .., 1 ujedno formula =Vxp.

Kao $to jednostavnu suvislost definiramo pomocu jednostavne nesuvislosti (v. def.
8.20), tako i w-suvislost definiramo pomocu w-nesuvislosti kao polaziSnoga po-
jam: sustav je w-suvisao ako i samo ako nije w-nesuvisao. Analogne definicije
vrijede 1 opcenito za w-nesuvislost 1 w-suvislost (u sustavu S) nekoga skupa is-
kazaT.

6.6.3 Neodlucljivost G

Ako je sustav w-suvisao, takoder je suvisao i u jednostavnome smislu (ne-
dokazljivost p 1 —p u sustavu). Jer, ako je nesuvisao u jednostavnome smislu,
onda je i w-nesuvisao (tada moZemo dokazati bilo koji iskaz). Stoga mozemo do-
kaz ujediniti i reéi:

ako je PA w-suvisao, onda PA ¥ G i PA ¥ —-G.

I upravo taj stavak nazivljemo Godelovim pouckom o nepotpunosti. Naime, kao
Sto smo rekli, sustav u kojem je neki iskaz neodlucljiv, jest sintakticki nepotpun.
Stoga kazemo:

ako je PA w-suvisao, onda je PA sintakticki nepotpun.

Napomenimo da sintakticnu nepotpunost ne bismo izbjegli ni kada bismo G
dodali aritmetickomu sustavu kao novi aksiom. U tom novome sustavu, nazovimo
ga PA’, G je, doduse, dokazljiv. No u PA’ ponovno mozZemo, na sli¢an nacin,
izgraditi neki iskaz G’ koji govori o svojoj nedokazljivosti u PA’ (ne vise u PA).
Tako moZemo i¢i u beskonacnost.

Zanimljivo je spomenuti i da, ako je PA suvisao, onda je PA + =G suvisao, ali
w-nesuvisao (prema drugome dijelu dokaza).

6.7 Istinitost G

Dosad smo govorili samo o sintakti¢noj nepotpunosti aritmetickoga sustava. No
sustav moZemo usporediti 1 sa semanti¢kom stranom aritmetike, ispitujuci istini-
tosnu vrijednost iskaza G.

Vidjeli smo da je G u PA nedokazljiv ako je PA suvisao. Ali G je ne samo obi¢na
aritmeticka recenica nego, kako smo pokazali, i prijevod sintakticke recenice koja
tvrdi vlastitu nedokaZljivost. Prema tome, ako je PA suvisao, G je istinit prema
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svojem sintaktickome (metateorijskome) smislu. A spomenuli smo da svaka sin-
taktiCka relacija R stoji ako 1 samo ako stoji 1 aritmeticka relacija R” koja je prije-
vod (aritmeticki kod) za R (vidi 6.3). Dakle, pod uvjetom suvislosti PA, G je istinit
takoder 1 u sasvim aritmetickome smislu. Ali G, kako smo pokazali, nije dokazljiv
u PA ako je PA suvisao. G je dakle primjer aritmeticki istinitoga (ujedno i va-
ljanoga), ali u PA nedokazljivoga aritmetickoga iskaza. Stoga moZemo reci da
je, u odnosu prema aritmetickoj semantici, aritmeticki sustav PA, ako je suvisao,
semanticki nepotpun.

6.8 Je li suvislost aritmetickoga sustava dokazljiva?

Postoji joS jedan dokaz sintakticke nepotpunosti sustava PA, koji je Godel ocr-
tao kao dodatak prvomu, upravo prikazanomu dokazu. U tom smislu obi¢no se
razlikuju Godelov prvi i drugi dokaz nepotpunosti. U drugome dokazu, umjesto o
G, rijec je o recenici koja iskazuje da je sam sustav PA suvisao i koja se takoder
moze prevesti na aritmeticki jezik 7. Suvislost sustava znac¢i da u njem nema i
dokaza za p i dokaza za —p, te prema tome, da u njem nije dokazljiv svaki iskaz.
Tvrdnja da u PA ima iskaz koji nije dokazljiv, dade se izraziti (kodirati) jezikom
PA aritmeti¢kim iskazom koji ¢emo skradeno nazvati iskazom S .

(a) Krenimo od rezultata iz prvoga dokaza nepotpunosti, prema kojem:

ako je PA suvisao, onda PA ¥ G.

Suvislost PA izrazimo pomocu S, a PA ¥ G izrazimo pomocu G (jer je ne-
dokazljivost G metateorijski smisao recenice G). MoZemo pisati:

S — G.

Moze se pokazati da dokazivanje te tvrdnje u prvome dokazu nepotpunosti ne
izlazi iz okvira aritmetike. Stoga vrijedi da je S — G aritmeticki dokaZljivo:

PA+S — G.

No sada, ako bi S bilo dokaZljivo, dokaZljivo bi bilo i G. Ali, ako je PA suvisao,
G nije dokaZljivo, pa prema tome, ako je PA suvisao, nije dokaZljivo ni S:

ako je PA suvisao,onda PA ¥ S.

(b) Nadalje, pretpostavku w-suvislosti iz prvoga dokaza sada zamijenimo (kako
to ¢ini Godel) pretpostavkom da u PA =S nije dokazljivo. Jasno, trivijalno vrijedi
da, ako PA ¥ =S, onda PA ¥ =S.
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Ujedinjujudi (a) i (b), uo¢imo da, ako PA ¥ =S, onda je PA suvisao (jer ima
barem jedan iskaz koji nije dokazljiv). Prema tome, ako PA ¥ =S, onda PA ¥ § i
PA ¥ =S, te stoga

ako PA ¥ =S, onda je § neodlucljivo u PA.
Tj.
ako PA ¥ =S, onda je PA sintakticki nepotpun.

Sve to ne znaci da suvislost sustava PA nije ni na koji nacin dokaZzljiva, nego samo
to da nije dokaZljiva u aritmetickome sustavu prvoga reda PA, ni u sustavima
koji sadrze PA. Suvislost aritmetickoga sustava dokazao je 1936. godine Gerhard
Gentzen u teoriji koja ne ukljucuje cijelu aritmetiku prvoga reda.

6.9 Nedefinirljivost istine u aritmetici prvoga reda

Za razliku od pojma dokaza i dokazljivosti, pojam se istinitosti ne moze de-
finirati u aritmetickome jeziku prvoga reda. Kad bi se mogao, mogao bi se u
aritmeti¢kome jeziku reproducirati i paradoks LaZljivca. Pretpostavimo da je T'!
prirok koji aritmetic¢ki kodira semantickomi pojam istinitosti. Tada bi se mogla
izgraditi aritmeticka formula

-T(sb(y,y, 13))

koja sama ima neki Godelov broj. Uzmimo da je to broj 4. UvrStavanjem, ana-
logno izgradnji G, dobivamo:

—T'(sb(h, h,13))

Taj iskaz tvrdi vlastitu neistinitost, te je istinit ako i samo ako je neistinit, tj. sa-
moprotuslovan je. Uo¢imo razliku prema G, koji nije samoprotuslovan, nego ne-
dokazljiv. Iz nedokazljivosti G ne slijedi njegova dokazljivost, iako iz njegove
dokazljivosti, kako smo vidjeli, doista slijedi njegova nedokazljivost.

6.10 Dodatak o ‘“‘semantickim’ paradoksima

Navedimo joS nekoliko primjera takozvanih “semantickih” (ili “epistemologij-
skih”) paradoksa, kojima se Zeli uvesti neki pojam za koji se ¢ini da bi trebao biti
prihvatljiv, ali je ipak samoprotuslovan. Ti se paradoksi mogu rijeSiti razlikova-
njem predmetnoga jezika i metajezika (teorije i metateorije), tako da metajezicni
pojam ne mora pripadati i predmetnomu jeziku.
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6.10.1 Richardov paradoks

U Richardovu paradoksu® Zeli se uvesti definicija (u kona¢nome broju znakova)
nekoga decimalnoga broja, koji se razlikuje od svakoga kona¢nom definicijom
definiranoga decimalnoga broja. Zamislimo najprije beskonacan, i to prebrojiv
niz svih konacnih definicija decimalnih brojeva.

Napomenimo da je skup svih (kona¢nih) izraza pomocu hrvatske abecede (30
slova) prebrojiv (shvatimo 1 recenice kao nizove slova). Naime, hrvatske izraze
mozemo u skupinama linearno poredati prema duljini (broj pojavaka slova) na
sljedeci nacin (abecedno unutar svake skupine):

izrazi duljine 1: ima ih 30
izrazi duljine 2: ima ih 30 x 30
izrazi duljine 3: ima ih 30 x 30 x 30

izrazi duljine n (n-slova): ima ih 30".!°

Ukupan je broj hrvatskih izraza 30' + 302 + 30° + ... (= 3, 30"). Kako postoji
odgovaranje 1-1 (bijekcija) izmedu linearno poredanih hrvatskih izraza i skupa
pozitivnih cijelih brojeva (ta su dva skupa jednakobrojni), slijedi da je skup hrvat-
skih izraza prebrojiv.

Nekih su od hrvatskih izraza defincije brojeva, pa stoga te definicije takoder
moZzemo poredati u niz (pritom idemo redom po nizu izraza i preskacemo sve one
izraze koji ne oznacuju broj):

definicija 1 : prvi broj
definicija 2 : drugi broj
definicija 3 : treci broj
itd.

Definirajmo sada neki broj N koji kao cijelu znamenku ima 0, a od n-toga se broja
s cijelom znamenkom O razlikuje prema n-toj znamenci, 1 to tako da

ako n-ti broj ima kao n-tu znamenku 7 koja nije 8 ili 9, onda N ima
kao svoju n-tu znamenku i + 1, a ako 7 jest 8 ili 9, onda N ima kao
svoju n-tu znamenku 1.!!

“Formulirao ga je Jules Richard 1905. (objavljen 1906.).
10Rije¢ je o broju varijacija s ponavljanjem.
"Uvjet prema Fraenkelu i Bar-Hillelu, koji izbjegava poklapanje npr. izmedu 0,1 i 0,09999.. ..



70 POGLAVLIJE 6. NEPOTPUNOST SUSTAVA

Definicija broja N trebala bi bili u nizu svih konac¢nih definicija decimalnih bro-
jeva jer je sama konacna, ali kad bi to bio slucaj, broj N bi se razlikovao sam od
sebe prema n-toj znamenci.

6.10.2 Berryev paradoks

Berryev paradoks'? sadrzan je u sljedec¢oj formulaciji, koji najprije dajemo na
engleskome jeziku:

The least integer not nameable in fewer than nineteen syllables.
Odgovarajuci tomu na hrvatskome:
Najmanji broj neimenljiv u manje od dvadeset slogova.

Prebrojimo slogove u jednoj 1 drugoj odredbi. Jedna i1 druga odredba (imenova-
nje) upravo se imenovale trazeni broj u manje od devetnaest, odnosno manje od
dvadeset slogova.

6.10.3 Grellingov paradoks

Grellingov je paradoks!?® jezi¢na ina¢ica Russellova paradoksa, o kojem ée biti
rije¢ u iduéem poglavlju. Najprije uvodimo razlikovanje heterologijskih i autolo-
gijskih pridjeva prema tome pridaju li se sebi ili ne. Evo kao objasnjenje nekoliko
primjera:

1. heterologijski pridjevi: jednoslozan, bijel, drven, brz, itd., jer ‘jednosloZan’
nije jednoslozan, ‘bijel’ nije bijel (pridjevi nemaju boju), ‘drven’ nije drven
(pridjevi nisu drveni), itd.

2. autologijski pridjevi: viSesloZan, trosloZan, hrvatski, izreciv, ne-bijel, itd.,
jer je ‘viSesloZan’ viSesloZan, ‘trosloZan’ je trosloZan, ‘hrvatski’ je hrvatski
(pridjev) itd.

Postavlja se pitanje je li pridjev ‘heterologijski’ heterologijski? Ako jest, onda se
pridaje sebi:

‘Heterologijski’ je heterologijski pridjev
12Paradoks je formulirao Bertrand Russell 1906. godine na temelju pisma koje mu je uputio

George Godfrey Berry, tadaSnji oxfordski knjiZnicar.
13Paradoks je formulirao Kurt Grellling (1908.).
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tj. autologijski je. Ako nije heterologijski:
‘Heterologijski’ nije heterologijski pridjev,

onda se ne pridaje sebi, dakle upravo jest heterologijski. U obama slu¢ajima dobi-
vamo protuslovlje.

6.11 Zadatci

1. PridruZite sljede¢im formulama njihove Godelove brojeve:

(@) x+1=y,
(b) 1x2=2,
() ~(x+1=0)x2,
d 2x(x+y =z
(e) dxdy(x + 2y = 3).
2. Neka zadana formula ima Godelov broj n. IzvrSite supstituciju tako da do-
bivena formula govori o sebi:
(a) =VxD(x, sb(y,y, 13)),
(b) Yx=G(sb(y,y, 13), x),
(¢) —F(sb(y,y, 13)).

3. Je li op¢a logika prvoga reda (definirana u Dijelu III) sintakti¢ki potpuna?






Poglavlje 7

Logika viSega reda

7.1 Paradoksi svojstava i skupova

U logici prvoga reda razlikovali smo pojedinacne predmete i priroke koji govore
o pojedinacnim predmetima. No sasvim su prirodne i recenice kao Sto su sljedece.

Hrabrost je krjepost.

Bolje je biti hrabar nego kukavica.

Neumjerenost kvari svakoga ¢ovjeka.

Nijedan kandidat ne posjeduje sve trazene osobine.

U gornjim recenicama govorimo o samim svojstvima i relacijama: o hrabrosti,
0 neumjerenosti, te pokoliCavamo sama svojstva (“sve trazene osobine”). Jesu li
“hrabrost” i1 “krjepost” logicki sasvim istovrsna svojstva ili medu njima ima neke
bitne logicke razlike? Bi li bilo prihvatljivo upotrijebiti logiku prvoga reda i pre-
vesti ‘Hrabrost je krjepost” primjerice kao K(H), a ‘Bolje je biti hrabar nego ku-
kavica’ kao B(H, K)? Nadalje, kako moZemo pokoli¢avati svojstva? Ima li neSto
takvo kao “sva svojstva”, tj. domena koja sadrZi sva svojstva i odnose, ili joS vise,
domena kao sadrzi sve predmete, svojstva i odnose uopce , “sve sto jest” kako se
katkad u filozofiji kaze?

7.1.1 Cantorov paradoks

Krenimo najprije od drugoga pitanja, koje se odnosi na pojam “sve Sto jest”, ili,
formalnosemanticki reCeno, na pojam sveopcega (univerzalnoga) skupa, U. Radi
se o Cantorovu paradoksu'

!Georg Cantor, 1845.-1918., zasnovao je teoriju skupova, a paradoks sveopéega skupa spomi-
nje u pismu Dedekindu 1899. godine.

73
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Kako bismo mogli razumijeti taj paradoks, prisjetimo se pojma partitivnoga
skupa — partitivni skup skupa S skup je svih podskupova skupa §. Takoder se
prisjetimo i Cantorova poucka (str. 48), prema kojem slijedi da je kardinalni broj
skupa S strogo manji od kardinalnoga broja partitivnoga skupa skupa S .

Sada moZemo uociti Cantorov paradoks, prema kojem, kad bi postojao sveop¢i
skup, U, on ipak ne bi mogao biti sveop¢i, jer u njem ima manje ¢lanova nego u
partitivnome skupu sveopéega skupa, pU:

kardinalni broj sveopéega skupa strogo je manji od kardinalnoga broja
partitivnoga skupa sveopéega skupa, |U| < |pU]|.

Ima 1i dakle uopce necega takva kao Sto je sveopéi skup, koji bi ukljucivao sve
predmete, sva svojstva i odnose? Je li pojam “sve Sto jest” odrziv?

Sli¢an je Cantorovu Burali-Fortiev paradoks.? To je paradoks o skupu svih
rednih brojeva. Neka je redni broj definiran kao skup svih prethodnih rednih bro-
jeva. Neka je w skup svih rednih brojeva. Prema definiciji, redni broj skupa w jest
w + 1, koji se ne nalazi u skupu svih rednih brojeva w.

7.1.2 Russellov paradoks

Zadrzimo se sada na pitanju logickoga odnosa izmedu samih svojstava. Ako
nema bitne logicke razlike izmedu svojstva i svojstva svojstva, onda moZemo go-
voriti o svojstvima koja se priri€u sebi (“prireciva” svojstva) i o svojstvima koja
se ne priricu sebi (“ne-prireciva” svojstva). Tako, primjerice,

svojstvo “biti drven” nije drveno,
“biti dvomjesna relacija” nije dvomjesna relacija,
“biti Siri od necega” nije Sire ni od Cega.

Ali s druge strane,

svojstvo “biti dobar” dobro je svojstvo,
“Biti jednomjesna relacija” jest jednomjesna relacija,
Svojstvo “ne biti drven” nije drveno.

Sada dolazimo do Russellova paradoksa i pitamo o svojstvu “ne priricati se sebi”
priri¢e li se ono sebi kao vlastito svojstvo ili ne?*> Ako se ne pririce sebi, dobivamo
sljedecu tvrdnju:

2Talijanski matemati¢ar Cesare Burali-Forti objavio ga je 1897. godine.
3Paradoks je otkrio Bertrand Russell 1901. godine (objavljeno u Principles of Mathematics
1903.), a istodobno i neovisno o Russellu takoder i Ernst Zermelo.
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“Ne pririCe se sebi” ne pririCe se sebi

u kojoj se ocito “ne pririCe se sebi” ponavlja te se stoga pririCe sebi. Ako se pak
pririce sebi te “ne priri¢e se sebi” primijenimo na njega samoga, dobivamo po-
novno gornju navedenu tvrdnju, koja kaze da se “ne pririe se sebi” ne pririce
sebi. Dakle, i jedan i drugi odgovor vode protuslovlju, iz ega proizlazi da je “ne
pririce se sebi” antinomic¢no, iako je u mnogim sluc¢ajima (kakve smo naveli) pri-
mjenjivo bez ikakva protuslovlja. U samome pojmu priricanja i ne priricanja lezi
neki problem koji ne dopusta neograni¢eno priricanje necega (svojstva) neCemu
Sto se 1 samo pririce.

Svojstva smo u semantici prvoga reda definirali kao skupove pojedinacnih pred-
meta. Antinomija analogna gornjoj vrijedi i o skupovima. Naime, o skupovima
moZemo postaviti pitanje jesu li svoji ¢lanovi ili nisu? Primjerice, skup svih drve-
nih predmeta nije ¢lan skupa svih drvenih predmeta (jer nijedan skup nije drven),
dok bi primjerice, skup svih apstraktnih predmeta bio svoj ¢lan (jer je svaki skup
nesto apstraktno). Russellov paradoks o skupovima nastaje kad pokuSavamo za-
misliti skup svih skupova koji nisu svoji ¢lanovi:

{x|x¢x}

Pitamo se naime je li taj skup svoj €lan ili nije. Iz jesnoga odgovora slijedi nijecan,
jer ¢lanom toga skupa moze biti samo nesto S$to nije svoj ¢lan. Iz nije¢noga odgo-
vora slijedi jestan, jer svaki skup koji nije svoj ¢lan, zadovoljava uvjet za ¢lanstvo
u skupu svih skupova koji nisu svoji ¢lanovi.

Ima i popularna inacica Russellova paradoksa* u kojoj pretpostavljamo da ima
neki brija¢ koji brije sve one koji sami sebe ne briju. PokuSajte odgovoriti na
pitanje brije li taj brija¢ sam sebe ili ne?

7.2 Tipologija u logici viSega reda

Jedno od rjeSenja paradoksa koje smo naveli, jest uvodenje jedinstvene, sin-
taktiCke i semantiCke tipologije, koja postavlja odredena ogranicenja u tome S$to
uopcée moze biti prirok ili svojstvo (relacija) i Sto se moZe ¢emu priricati. Prikazat
¢emo tipologiju nacelno prema Fittingovoj inacici teorije jednostavnih tipova.’

Ustvari, neke osnovne logicke tipove razlikovali smo ve¢ u logici prvoga reda.
U njoj smo razlikovali pojedinacne predmete s jedne strane, i s druge strane, nji-
hova svojstva i odnose. KaZzemo da su pojedinacni predmeti predmeti prvoga reda,

“Russell ju spominje u Introduction to Mathematical Philosophy, 1919.
SM. Fitting, Types, Tableaus and Godel’s God, 2002.
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te odtuda i govorimo o logici prvoga reda. Predmetima prvoga reda odgovaraju
oznake prvoga reda, koje smo zvali predmetnim konstantama 1 varijablama. U
domeni nije bilo drugih predmeta osim predmeta prvoga reda, i jedino su oni pod-
lijegali pokoli¢avanju. Nadalje, u logici prvoga reda javljaju se svojstva i odnosi
— sve su to, u formalnoj semantici, n-Clane relacije. Medu njima postoji logicka
razlika u mjesnosti, i toj razlici odgovara logicka razlika u mjesnosti medu priro-
cima. To razlikovanje prema mjesnosti samo je jo$ jedan poseban slucaj logickoga
tipskoga razlikovanja.

U logici viSega reda razlikujemo 1 druge tipove jer se tu javljaju ne samo svoj-
stva, nego i svojstva svojstava i relacija, relacije svojstava i relacija itd. itd. U
formalnome definiranju logickih tipova polazimo od osnovnoga tipa — tipa 0. Jed-
nomjesna relacija (svojstvo) u kojoj se nalaze predmeti tipa 0, jest predmet tipa
(0), Sto je vec tip drugoga reda, dvomjesna relacija u kojoj se nalaze predmeti tipa
0, jest relacija tipa (0, 0), koja je takoder predmet drugoga reda. Ako govorimo
jos$ i o svojstvu svojstva, dolazimo do tipa ({0)), koji je tip trecega reda. I svojstva
mogu biti u relaciji, pa dolazimo do, primjerice, dvomjesnoga tipa (trecega reda)
((0),(0)). Evo i nekoliko konkretnih primjera:

0 — tip prvoga reda: Sokrat, ovaj Covjek, Hrvatska,
(0) — tip drugoga reda: hrabar (hrabrost),

(0, 0) — tip drugoga reda: veci,

(0, 0,0) — tip drugoga reda: izmedu,

((0)) — tip trecega reda: krjepost, boja,

{0y, 0) — tip trecega reda: to da neko svojstvo kvari neki predmet (neumjerenost
kvari Antuna), to da neko svojstvo pripada nekomu predmetu,

({0, 0)) — tip trecega reda: prijateljski odnos,

({0, 0)¢0, 0)y) — tip treCega reda: to da je neki odnos bolji od drugoga (npr. prija-
teljstvo od mrznje),

({0, 0),0,0) — tip treCega reda: to da je neki odnos izmedu dviju osoba prijatelj-
ski.

Sada moZemo dati i formalnu definiciju tipa i tipskoga reda.
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Derinica 7.1 (Tip)

1. 0 je tip.

2. Ako suTty,...,T, tipovi, onda je (ty,...,T,) tip.
Derinicna 7.2 (RED)

1. Tip O jest tip prvoga reda.

2. Tip(ty,..., Ty jestk+ 1. reda ako i samo ako je neki t; k-toga reda, a svaki
7; koji nije 7; jest k-toga ili niZega reda.

Napomenimo da su tipske razlike relativne: npr. brojeve mozemo uzeti kao
predmete tipa O (tip prvoga reda), a njihova svojstva i odnose kao tip drugoga reda
— iako se, s druge strane (kako ¢emo vidjeti) brojevi kao takvi mogu definirati
kao svojstva svojstava (tip treCega reda).

KaZemo da su oznake onoga reda kojega su i njima oznaceni predmeti, kao i da
su koli&itelji istoga reda kao i njima vezane varijable.® Prema obziru na tipologiju
razlikujemo i logike razli¢itoga reda. Logika u kojoj se javljaju predmeti (kao
¢lanovi domene) i kolicitelji najviSe prvoga reda jest logika prvoga reda; logika
u kojoj se javljaju predmeti i kolicitelji najviSe drugoga reda, jest logika drugoga
reda, itd. Logika u kojoj se javljaju predmeti 1 koli€itelji bilo kojega reda veéeg od
prvoga jest logika viSega reda.

7.3 Sintaksa i semantika jezika %

U sintaktickome i semantickome opisu jezika primjenjujemo upravo prikazanu
i definiranu tipologiju.
7.3.1 Jezik

Rjecnik

Kako u logici viSega reda i priroci mogu uvijek biti “podmeti” novih priroka, i

priroke i predmetne oznake moZemo shvatiti kao oznake, ali razli¢itoga tipa i reda.
Stoga je u rjecniku dovoljno zadrzati mala latini¢na slova: konstante i varijable, ali

%Valja pripaziti na sljedece. Za svojstvo predmeta prvoga reda, koje je samo tipa drugoga reda,
prirodno je ipak re¢i da je ono “svojstvo prvoga reda”, kao i da je svojstvo svojstva “svojstvo
drugoga reda” iako je svojstvo svojstva kao takvo ve¢ tipa trecega reda.
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je svakoj potrebno naznaciti tip. Kako je taj nacin biljeZenja dosta necitak, obi¢no
kao oznake prvoga reda ostaju mala slova, a velika za oznake drugoga reda (kao u
logici prvoga reda), dok za oznake viSega reda na razne nacine stiliziramo slova.

1. Konstante: ¢*,d", ", c], ..., a neformalno:

e konstante prvogareda: ¢,d, e, cy, .. .,
e konstante drugoga reda: P", Q",R", P{,. ..,
e konstante treega reda: P, Q°, R", P7, ...,

2. Varijable: x,y", 7", x{, ..., a neformalno:
e varijable prvoga reda: x,y, z, xq, . . .,
e varijable drugoga reda: X", Y",Z", X7, ...,
e varijable trecega reda: X™, Y*, Z%, X],. .,
3. Djelateljni simboli: =, A, V, =, &, V, 3, 4,
4. =0,
5. Pomoéni simboli: . ()

Primijetimo da je kao novi djelateljni simbol uveden A (lambda-apstraktor), koji
¢e sluziti za tvorbu priroka od formula. Kako ¢emo vidjeti, istovjetnost se moze
definirati u logici viSega reda, no puno je jednostavnije i prakti¢nije izravno rabiti
istovjetnost.

Tvorbena pravila

Oznaka (term) se i formula moraju definirati zajedno zbog njihove definicijske
meduovisnosti.

DEeriNicuA 7.3 (OZNAKA 1 FORMULA)
1. konstante i varijable jesu oznake,

2. ako su m,t?, ..., U oznake, t{T1 m(ti‘, ..., ") je formula (jednos-
tavna),

(neformalno moZemo pisati i tty ...ty ili t(ty,...,t,)),
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3. ako je p formula, —p je formula,

4. su piqformule, (p A q),(pV q),(p— q),(p < q) jesu formule

(neformalno, kad ne proizlazi dvosmislenost, moZemo izostaviti vanjske za-
grade),

5. ako je p formula a X™ varijabla, VX" p i AX" p jesu formule,

6. ako su x',...,X," razli¢ite varijable, a p formula, onda je (AX]' ...X;".p)
oznaka (A-apstrakt)
(neformalno, kad je A-apstrakt sam, moZemo izostaviti vanjske zagrade).
Op¢i i opstojni kolicitelj veZzu pojavke varijabla analogno logici prvoga reda.

AX(' ... xy" jest A-djelatelj. On u p veZe svaki slobodan pojavak varijabla xi' ... x,".

Tipologiju primjenjujemo i na apstrakte. Npr. apstrakt (Ax{' ... x;". p) jest tipa

CSTRRI 2

PrRiMIER 7.1 Konkretno, (Axy.Pxy A Qxy) primjer je apstrakta tipa (0,0). Na-
pomenimo da se jednostavne formule mogu sastojati i od apstrakata. Tako je
(Axy.Pxy A Qxy)(c,d) jednostavna formula, a isto je tako jednostavna i formula
P(Axy.Pxy A Qxy).

7.3.2 Neformalna semantika

Evo sada i neformalne sematike jezika .} objasnjene primjerima prijevoda na
hrvatski jezik.

PRIMJER 7.2
1. XxiVX : xima svojstvo X, X je svojstvo koje ¢ini velikoga generala,
AX(KX A Xa) : Antun ima neku krjepost.

AX(Xn A Xa) : Antun ima neko Napoleonovo svojstvo.

N oD

AxXNX(VX — Xx) (apstrakt tipa (0)) : imati sva svojstva koja Cine velikoga
generala

5. (AxVX(VX — Xx))(n), jednostavnije VX(VX — Xn) : Napoleon ima sva
svojstva koja Cine velikoga generala.
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biti Napoleonovo svojstvo : 1X.Xn,
(AX.Xn)(H), jednostavnije Hn : Hrabrost je Napoleonovo svojstvo.

(AX.Xn)(Ax.AyPxy) : Biti pobjednik nad nekim jest Napoleonovo svojstvo.

o % N

AXx.K(X, x) : biti necija krjepost,
10. H(Ay.Ax(Qx A Pyx)) : Pomoci nekomu u nevolji hvalevrijedno je.

11. R(AxNX(VX — Xx)) : Imati sva svojstva velikoga generala rijetko je svoj-
stvo.

NapoMeNA 7.1 Gornji apstrakt AxNX(VX — Xx) analogan je Russellovu pri-
mjeru. To je “impredikativno” svojstvo jer samo potpada pod domenu vezane va-
rijable X, koja je dio njegove odredbe. Naime, to je svojstvo tipa {0), a vezana va-
rijabla X, koju sadrZi u svojem izrazu, takoder je toga tipa. Sam je Russell iskljucio
u svojoj inacici teorije tipova ( “razgranata teorija tipova”) takva svojstva (poj-
move). On je kao rjesenje antinomija postavio “nacelo porocnoga kruga”, prema
kojem ono sto ukljucuje sve clanove neke sveukupnosti (ili se definira njima) ne
moZe biti ¢lan te sveukupnosti. U njegovoj formalizaciji pojma “imati sva svojstva
velikoga generala” ta su svojstva samo ona koja se izravno odnose na pojedinacne
predmete (“priricna” svojstva), dok se “imati sva svojstva velikoga generala” kao
takvo ne odnosi izravno na pojedinacne predmete nego tek preko vezane varijable
“svojstva”, X (takve pojmove Russell nazivlje “nepriricnima”). Stoga je Russel-
lova formalizacija nesto drukcija: Vo(f(¢!2) — ¢'x), gdje | oznacuje “priric-
nost” u Russellovu smislu. Jednostavna teorija tipova, koju ovdje prikazujemo,
sprjecava antinomicna “impredikativna” svojstva time sto iskljucuje da se isti tip
pririce istomu tipu, no ne iskljucuje sva “impredikativna’svojstva.

7.3.3 Standardna formalna semantika

U standardnoj semantici viSega reda kljucno je voditi ratuna o svim razli¢itim
tipovima oznaka te im pridruZivati samo znacenja (predmete) istoga tipa. U skladu
se s time razlikuju i domene, svaka za predmete posebnoga tipa.

DEriNICIA 7.4 (STANDARDNI MODEL) Standardni model Mt je ureden par (D, T") gdje

1. D = D je neprazan skup,
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(D™ x...xD™),
3. 7(="") = {(d7,d") | d" € D).

DerinicuA 7.5 (VRIEDNOVANJE VARDABLA) Vrjednovanje varijabla v svakoj varijabli
X" pridruZuje predmet d7, tj. v(x") € D".

DErINICTIA 7.6 (OZNACIVANJE KONSTANTAMA T VARIJABLAMA)
N N
[[CT]]V = T(CT)’ [[XT]]V = V(XT)

U idudu je definiciju ukljuceno i definiranje znacenja A-apstrakata, jer oni, premda
nisu formule, sadrZe formulu i u svom znacenju ovise o njezinoj zadovoljenosti.

DeriNicA 7.7 (ZADOVOLIENOST FORMULA 1 OZNACIVANJE APSTRAKTIMA )
1. ME, t(ty,...,t,) akko ([t 1™, ..., [t.I™) € L™,

2. ME, t; =t akko [6,]™ = [LI™

v

“

M =, -p akko M, v |~ p,

RN

ME, pAgakkoME, piME, g,

M, pVqgakkoME, piliM, g,

AN

ME, p— qgakkoM I, piliM E, q,

N

ME, po qgakkoME, piME, q,iliME, piME g,

S0

M |, VX p akko za svakid™ € D", Mk, ., ., p,

9. Mk, IX"p akko barem za jedan d” € D', M E, ., ., p,

10 1A - .x7 I = (AT A My P
1 n

DEriNicuA 7.8 (ZapovoLnvost) Skup je iskaza I zadovoljiv akko je svaki clan T’
istinit barem u jednome modelu IN.

DEeriNIcIA 7.9 (SEMANTICKA POSLJEDICA I VALJANOST)
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e [' = p akko je p istinito u svakome standardnome modelu u kojem je istinit
svaki clan T.

o Zakljucak je valjan akko je njegov zaglavak istinit u svakome standardnome
modelu u kojem su sve njegove premise istinite.

e [skaz je valjan akko je istinit u svakome standardnome modelu.

DEriNicIA 7.10 (SEMANTICKA ISTOVRUEDNOST) Iskazi su p i g semanticki istovrijedni

7.3.4 Svaojstva relacija i istovjetnost

Logikom viSega reda ne samo da se rjesavaju logicke antinomije, nego se i
znatno povecava izrazajna mo¢ logike. Pokazat ¢emo najprije kako moZemo izra-
ziti brojeve, te zatim pokazati kako moZemo izraziti i definirati neke vaZne poj-
move koje smo u logici prvoga reda mogli samo pretpostaviti. Zadrzat ¢emo se na
relaciji istovjetnosti i opéenito na nekim klju¢nim svojstvima relacija i funkcija
(koje su same odredena vrsta relacija).

Svojstva relacija i funkcije

Analizirajudi i usporedujuci relacije govorimo, primjerice, o njihovoj reflek-
sivnosti, simetri¢nosti, prijelaznosti, euklidskosti. Evo kako u logici viSega reda
definiramo ta svojstva relacija. Ta smo svojstva mogli u logici prvoga reda izra-
ziti za pojedine relacije, a sada ih moZemo opcenito definirati. Dajemo primjer
defincija za relacije nad predmetima prvoga reda:

refleksivnost: RX 4. YxXxx, npr. ‘istovjetan’, ‘sli¢an’,

simetri¢nost: SX <4, r YxVy(Xxy — Xyx), npr. ‘blizu’, ‘daleko’,

prijelaznost: PX < g4.r VxXVyVz((Xxy A Xyz) — Xxz), npr. ‘veci’, ‘manji’,
‘stariji’, ‘mladi’, ‘mudriji’,

euklidskost: EX < 4.r YxVyVz((Xxy A Xxz) — Xzy), npr. spojivost to¢aka u
euklidskome prostoru.

Isto tako moZemo sada opcenito izraziti kada je neka relacija funkcija. Dajemo
primjer za jednomjesne funkcije takoder nad predmetima prvoga reda:

FX &g VxIWVUXxz & 2=)

Konvencionalno moZemo za relaciju X koja je funkcija, kao pokratu (iako for-
malno nije u rjecniku) pisati varijablu u. Pritom je u istoga tipa kao i X, ali je
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ispunjen i upravo navedeni uvjet funkcionalnosti. Nadalje, umjesto Xxz (gdje je X
funkcija) uobicajeno piSemo u(x) = z. Sljedecim uvjetima definiramo injektivnost
1 surjektivnost funkcije (kao tipove treega reda):

INW) ©gep YxVy((u(x) = u(y)) — x =y),
SURW) <4 YyAxu(x) = y.

Beskonacnost i izbrojivost

Na temelju upravo definiranih svojstava funkcija moZe se unutar same logike
viSega reda definirati pojam beskonacnosti. Definirat ¢emo pojam tzv. “Dede-
kindove beskonacnosti”, prema kojem je skup beskonacan ako i samo ako ima
injektivna funkcija nad njim koja nije surjektivna (usp. s definicijom na str. 47).
To da ima beskonaCan broj predmeta x, tj. da je domena, Ax.x = x, beskonacna,
definiramo na sljede¢i nacin:

BEZ(Ax.x = x) ©ger TN () A “SUR(1))

gdje je u funkcija nad domenom predmeta x.

Sada ¢emo definirati i svojstvo da ima izbrojivo mnogo predmeta x, tj. da je
domena, Ax.x = x, izbrojiva (prisjetimo se da izbrojiv skup mozZe biti konacan ili
beskonacan):

TZ(Ax.x = x) © 4o UIAxVX((Xx A VY(Xy — Xu(y))) — VzXz) (7.1)

Prebrojiv je skup beskonacan i izbrojiv. To sad moZemo lijepo izraziti ujedi-
njujudi definiciju beskonacnosti i izbrojivosti, i to tako da neku funkciju u stavimo
pod uvjet nesurjektivnosti i injektivnosti, i ujedno nekom funkcijom u osiguramo
izbrojivost:

1) Ju@xVy-uly) = x
2)  AVXYyu(x) = u(y) = x =y))
3) FuAxVX(Xx A Vy(Xy — Xu(y))) — VzXz)

Primijenimo li sve te uvjete na sljedbenic¢ku funkciju () i usporedimo li ih s ak-
siomima sustava PA (aritmetike prvoga reda), uoavamo da prvi uvjet odgovara
aksiomu A1 (s poopcenjem broja 0), drugi aksiomu A2, a treci je AS izraZena kao
pravi iskaz jezika viSega reda. To nipoSto ne Cudi jer svaki prebrojiv skup stoji u
odnosu uzjamnoga odgovaranja 1-1 sa skupom prirodnih brojeva i izomorfan mu
je (tj. pojednostavnjeno receno, uz sve odnose iste, samo su svi ¢lanovi jednoga
skupa zamijenjeni drugima).
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Sve navedene uvjete moZemo ujediniti u konjunkciju kojom definiramo prebro-
jivost domene:

PREAx.x =x) o4 u@xVy-u(y) = x AVxVy(u(x) = u(y) — x =y))
A QuAxYX(Xx A Vy(Xy — Xu(y))) — VzX2)))

Rijesite zadatak 3, koji se odnosi na neprebrojivost.

Ne vrijedi Lowenheim-Skolemov poucak, nekompaktnost

Iskaz =7 Z(Ax.x = x) A BEZ(Ax.x = x) zadovoljiv je na neprebrojivoj domeni
(kao Sto je skup realnih brojeva), ali ne i na prebrojivoj. 1z toga slijedi da ne
vrijedi (silazni) Lowenheim-Skolemov poucak (prema kojem bi svaki zadovoljiv
skup iskaza logickoga jezika s istovjetnoS¢u trebao biti zadovoljiv na izbrojivoj,
tj. konacnoj ili prebrojivoj domeni, v. poucak 5.3).

S druge strane, iskaz PRE(Ax.x = x) zadovoljiv je na prebrojivoj domeni, ali ne
1 na neprebrojivoj. Stoga ne vrijedi ni tzv. uzlazni Lowenheim-Skolemovu poucak
(prema kojem bi skup zadovoljiv prebrojivim modelom treba biti zadovoljiv i ne-
prebrojivim modelom, v. str. 51).

Takoder, logika je viSega reda nekompaktna. Promotrimo sljedeéi niz iskaza,
koji kazuju, redom, da ima barem dva, barem tri itd. predmeta (uvijek ima barem
jedan predmet zbog nepraznosti domene):

22(Ax.x = X) ©gp AxiAxo—x; = xp
23(Ax.x =X) g IxiAxpAxz=(x; = X2 VX = X3V X2 = X3)
itd.

Skup
K = {=8BEZ(Ax.x = x), 22(Ax.x = x), >23(Ax.x = x),...}

nezadovoljiv je, iako je svaki njegov konacan podskup zadovoljiv. Dakle, logika
je viSega reda nekompaktna.

Prirodni brojevi

Prijedimo sada na prirodne brojeve. Analogno na¢inu kako smo mogli izraziti
broj predmeta (s nekim svojstvom) u logici prvoga reda, sada moZemo izraziti broj
predmeta prema pojedinim tipovima, te taj izraz skratiti samo na jedan simbol
(brojku) koji je dva reda viSega tipa od tipa predmeta koji se broje. Semanticki
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(u modelu), to znaci da je prirodan broj (ukljucujuéi broj nula) shvacen kao skup
(jednakobrojnih) skupova predmeta koji se broje. To je najuocljivije u doslovnome
formalnom zapisu. Uzmimo kao primjer da ima dva predmeta tipa 0. Broj 2 bi tada
bio tipa ({0)), tj. u dosljedno formalnome jeziku (s pokazateljima tipa):

2000x0 e r AOTOx0 = YO AV P o (0 =20 v 0 =yY)))

Dakle, opéenito, broj predmeta t,°, . .., t,% jest n{%?. To da primjerice sveukupno
ima dva predmeta tipa 0, moZemo izraziti uz pomo¢ A-apstrakta:

200020 = x9)

Takav je nacin definiranja prirodnih brojeva karakteristican za “logicisticki” pris-
tup (npr. Frege, Russell) s ciljem svodenja matematike na logiku.

S druge strane, aritmetika se prvoga reda (i sustav PA) moZe ugraditi u logiku
viSega reda polazeci od broja 0 kao predmeta prvoga reda u doment, i sljedbenicke
funkcije ’, te definirajuci uvjete koji odgovaraju aksiomima Al i A2 1 shemi AS
sustava PA. Pritom se AS moZe izraziti kao pravi iskaz u jeziku viSega reda (ne
samo kao shema). Tri navedena uvjeta, povezani u konjunkciju, sada glase:

PA = VYx—-x'=0 A Va¥y(x' =y - x=1y)
A (YX((X(0) A Vy(Xy — Xy')) — VzX2))

(Aksiomi A3-A6, koji se odnose na zbrajanje i mnoZenje, mogu se izostaviti jer
se zbrajanje i mnoZenje (sli¢no kao i istovjetnost) mogu definirati iskazima viSega
reda.)

Istovjetnost

U logici je prvoga reda = bio osnovni (nedefinirani) simbol. Tako smo ga uveli
1 u logiku viSega reda, iako tu istovjetnost moZemo definirati, te se simbolom
= sluZiti samo kao (neobveznom) pokratom. Definicija se temelji na ideji da su
predmeti koji imaju sva svojstva ista, zapravo jedan te isti predmet (nema dvaju
razlic¢itih predmeta kojima su sva njihova svojstva zajednicka):

X =y g5 VX(Xx & Xy)
U toj su definiciji sadrzana dva nacela — nacelo nerazlucljivosti istovjetnoga:

x=y—= VX(Xx & Xy)
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i nacelo istovjetnosti nerazlucljivoga:
VX Xx & Xy) > x=y

koja se pripisuju Leibnizu. Russell je pojednostavnio definiciju istovjetnosti na
sljededi nacin:

X =Yy ©g5 VX(Xx — Xy)

Pod koliciteljem VX ostavljena je samo pogodba jer X moZe biti i svojstvo pri-
padno samo jednomu predmetu, npr. svojstvo “biti predmet x”. Tada, prema Ru-
ssellovoj definiciji, y ima i to svojstvo, da je predmet x, i nadalje, tada sva svojstva
koja ima predmet y, ima i predmet x.

7.3.5 Nepotpunost deduktivnoga sustava

MozZe se pokazati da je svaki pouzdani sustav logike viSega reda nepotpun, tj.
ne moze dokazati svaku semanticku posljedicu. Uobicajen je dokaz iz nekompakt-
nosti. Neka je + dokaZljivost u deduktivnome sustavu logike viSega reda, V, i neka
je V pouzdan, a neka je = zadovoljenost u semantici logike visega reda. Dokaz je
neizravan i oslanja se na skup K = {-BEZ(Ax.x = x), >2(Ax.x = x), 23(Ax.x =
X), ...} iz dokaza o nekompaktnosti (v. str. 84):

K E 1 (K je nezadovoljiv).
Neka je sustav V potpun.
Dakle K+ L (jer K E 1),
dakle K’ + L (za konacan K’ C K, zbog konacnosti dokaza),
dakle K’ = L (prema pouzdanosti),
ali svaki je konacan podskup skupa K zadovoljiv,
dakle K ¥ L (Sto protuslovi tre¢emu retku gore),
Dakle, sustav V nije potpun.
Pri tom je rije€ o potpunosti u smisludaI' + p ako I' = p (jaka potpunost).
U gornjem se dokazu K = L ne da zamijeniti valjano$¢u pogodbe u kojoj bi
prednjak bio konjunkcija svih ¢lanova K, jer je K beskonacan. Stoga nije doka-

zano da mozda svi valjani iskazi ipak jesu poucci u sustavu logike viSega reda
(slaba potpunost). Potpunost u slabom smislu opovrgava se pomocu Godelova
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poucka o nepotpunosti. Naime aritmeticki sustav prvoga reda PA dade se ugraditi
u logiku viSega reda formuliranjem uvjeta PA u cijelosti (ukljucujuci i AS) iska-
zima jezika viSega reda i prenoSenjem iskaza aritmetike prvoga reda u jezik viSega
reda (koji ima oznake za 0 1 za sljedbenicku funkciju). Neka je pp4 iskaz logike
PA preuzet u logiku viSega reda. Vrijedi da je pp,4 istinito u aritmetici prvoga reda
ako i samo ako je PA — pp, valjano u logici viSega reda. Medutim, kao $to, prema
Godelovu poucku, sustav PA ne dokazuje sve aritmeticke istine prvoga reda, tako
ni sustav logike viSega reda ne dokazuje sve valjane iskaze oblika PA — ppy.
Prema tome sustav logike viSega reda ne posjeduje ni slabu potpunost, tj. nisu svi
valjani iskazi poucci.

7.3.6 Napomena o Henkinovim modelima

Za razliku od standardnih modela viSega reda, i polazeci od njih, mogu se defi-
nirati Henkinovi (opéi) modeli viSega reda. Kljucna je razlika Henkinovih modela
prema standardnima to da imamo izbor $to ¢emo uvrstiti u viSe domene. Ako je,
primjerice, osnovna domena neki neprazan skup D°, onda D'”’ ne mora (ali mozZe)
biti cijeli partitivni skup skupa D°. Opéenito, nije vise dovoljno, kao u standard-
nim modelima, definirati domenu D?, &ime bi “automatski” bile definirane i sve
viSe domene (kao partitivni skupovi). U Henkinovoj je semantici viSega reda po-
trebno posebno definirati i viSe domene, i to kao izabrane podskupove partitivnih
skupova — osim praznoga skupa:

D(ﬂ,-..,ﬂ;) C g)(D‘rl X... X DT")\{Q}

Kako bi Henkinovi modeli omogucili pouzdanost deduktivnoga sustava, potrebno
je oznacCivanje svakoga A-apstrakta (npr. Ax.¢) uskladiti sa zadovoljenoscu pri-
padne formule (¢), tako da u domeni viSega reda postoji onaj skup predmeta
nizega reda koji zadovoljava formulu ¢, i da upravo taj skup bude pridruzen A-
apstraktu:

p}

n,Tn
..... d,)" /"1

[ . ..xo ) = (d] .., Dy | Fo

Nazovimo takve Henkinove modele “pravim” Henkinovim modelima. Uo¢imo
iz svega da su standardni modeli viSega reda samo poseban slu¢aj Henkinovih
(pravih) modela. Pravi modeli osiguravaju da prebrojiva domena ima prebrojivu
(ne nuzno i neprebrojivu) naddomenu, jer ima upravo prebrojivo mnogo formula
koje mogu Ciniti A-apstrakt odredenoga tipa. Stoga semanticki slijed koji vrijedi
u standardnoj semantici, ne mora vrijediti i u Henkinovoj semantici jer moZe biti
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opovrgnut modelima (i pravim) kojih u standardnoj semantici nema (tamo je nad-
domena prebrojive domene uvijek neprebrojiva).

Kako se moZe pozitivno dokazati, Henkinova je logika (s pravim modelima)
potpuna. U dokazu potpunosti, sli¢no kao za logiku prvoga reda, sluZimo se ka-
nonskim (jezi¢nim) modelima, pri ¢em su domene u takvu modelu prebrojive. Na
temelju toga se moze dokazati Lowenheim-Skolemov poucak (silazni i uzlazni)
kao 1 kompaktnost. Kako je prema tome svaka formula zadovoljiva na prebrojivoj
domena, uvjeti koji su u standardnoj logici viSega reda definirali Peanovu arit-
metiku (PA), a koji ukljucuju pojam prebrojivosti, ne mogu specificno obiljeziti
prebrojivo predmetno podrucje, kao $to se ne moze specificno obiljeZiti ni nepre-
brojivo predmetno podrucje.’

Logika viSega reda s pravom Henkinovom semantikom, moZze se, s manjim for-
malnim prilagodbama, prikazati kao logika prvoga reda s viSe neovisnih domena
(viSesortna logika), pri ¢em je odnos Clanstva izmedu ¢lanova niZe i viSe domene
zamijenjen relacijom izmedu postavljenih domena koja se u modelu posebno de-
finira.

7.3.7 Metode u logici viSega reda

Metode kojima se sluZimo u logici prvoga reda sada prilagodavamo uporabi
u logici viSega reda. Uvodi se tipologija oznaka, pravilo za definiciju istovjet-
nosti kao i posebna pravila za A-apstrakte. lako smo istinitosno stablo uveli za
iskaznu logiku i logiku prvoga reda kao semanticku metodu koja nam vrlo zorno
predocava semanticke odnose, istinitosno je stablo kao takvo, kao i naravna de-
dukcija, takoder jedan formalizirani postupak prema pravilima, te kao takva ne
moZe biti potpuna prema obziru na standardnu semantiku viSega reda. Metode
istinitosnoga stabla i naravne dedukcije, za koje dajemo samo prijegled karakte-
risti¢nih pravila, nisu potpune u odnosu prema standardnoj semantici viSega rada,
ali su pouzdane i potpune u odnosu prema Henkinovim (pravim) modelima viSega
reda.

7.3.8 Istinitosno stablo
Navodimo pravila za kolicitelje, istovjetnost i A-apstrakciju.
"Modeli za koje su uvjeti PA istiniti, mogu dakle biti prebrojivi, ali i neprebrojivi. Prema

tome, nisu izomorfni, te uvjet PA u Henkinovim modelima nije kategori¢an. Za izmomorfizam i
kategoric¢nost v. str. 57.
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h VX'p h VX' pv
| |
i p(t7/x7) hVY i —p(cT/x7) h=VY
t* je zatvorena oznaka c’ je nova konstanta
h X" pv h -3Ixp
| |
i p(c™/x7) h3 i —p(t7/x7) =
c’ je nova konstanta t” je zatvorena oznaka
h t=t

i p(ty/x7)
|
J pG/x) hi =
p je slovni iskaz,
t] i tJ su zatvorene oznake

/ \
h _|(t(<lTl---Tn>(t71_l . t;n) PN tZTl---Tn>(t'i] L t;] )) t((;l---“’n) — tg”l---"’»:) def. —

ti',...,t)" suzatvorene oznake

h XX ), ) ho =X X p)(E, )
| |
i p XD, LX) R0 mp(=th KT LX) ke

t',...,ty" suzatvorene oznake

7.3.9 Deduktivni sustav

Dajemo prijegled pravila za kolicitelje, istovjetnost i A-apstrakciju.

h|VX'p hl|p
i||pt/x")| hiV¥ i VX p(x"/cT)| huV
t” je zatvorena oznaka ¢’ se ne javlja u vrijede¢im

pretpostavkama
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h | p(t'/x7) h|3IX'p

i hui i "p(cf/xf)

{" je zatvorena oznaka J| 14a hivy
k

@ h,i—j i3
c’ se ne javlja u vrijedeéim
pretpostavkama, Ix"p ili g

hi|ti=t] u =

tf i t; su zatvorene oznake

h ti = tg h t{ = t;
i| p(ty/x7) i| p(tG/x7)
J | p&/x)| h,ii= J P /x| hii=
t], tf i x su zatvorene oznake t{, 7 1 x su zatvorene oznake
h t<Tl ---Tn> tT] tTn t<Tl ---Tn> tT] tT]
__'(a (1---;1)(_)17 (1n))
il|p
j (T — Tt
] b
k| |p

! h—i, j—k def. =

ti',...,t" su zatvorene oznake.
h| p(t] /x]', . 60 Xy") b @Ax]' . ox p) (At
i @A xpep) (A, ) hud 0| p(g /XY X hid
t” je zatvorena oznaka. t™ je zatvorena oznaka.

7.4 Dodatak: aksiomatizacija teorije skupova

Spomenuli smo da jedno od rjeSenja Russellove (Zermelove) antinomije daje i
aksiomatizacija teorije skupova. U “naivnoj” teoriji skupova (prije otkri¢a antino-
mija) vrijede sljededi aksiom i aksiomatska shema:

1. aksiom opsegovnosti:

VaVy(Vz(z € x > z€y) > x =)
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2. aksiomatska shema sadrZaja:

AxVy(y € x & p(y))

Kako p moze sadrzavati i druge varijable, preciznija je formulacija: Vz; ...
Vz,AxVy(y € x & p(y))

Aksiomatska shema naznacuje beskona¢no mnogo aksioma koji su svi podvedivi
pod isti oblik (ovisno o tome §to stoji za p). Takva teorija skupova vodi u para-
dokse (usp. Russellov paradoks za teoriju skupova). Ernst Zermelo aksiomatizirao
je teoriju skupova (1908.) na nacin kako bi se izbjegli paradoksi. Ta je teorija, uz
neke kasnije preinake, poznata pod nazivom ‘ZF’ (Zermelo-Fraenkel), a ako joj
se doda aksiom izbora (v. dolje), oznacuje se s ‘ZFC’ (‘C’ za ‘choice’, ‘izbor’).
U teoriji se ZF(C) umjesto aksioma sadrZaja uvodi aksiom odijeljenosti (v. dolje).
No kako aksiom odijeljenosti postavlja velika ogranicenja, pretpostavljajuci da
su nadskupovi veé¢ dani, potrebno je drugim aksiomima osigurati pojedine oblike
skupova. Navodimo aksiome teorije ZFC uz krae komentare.

1. Aksiom opsegovnosti, v. gore!

2. Aksiomatska shema odijeljenosti (separacije, aksiom podskupova):

YzAxVy(y € x & (y € 2 A p(y))

Nadskup z mora ve¢ biti dan. Tada pomocu uvjeta p za sve ili neke njegove
Clanove dobivamo podskup skupa z. Poopéeno: Vw;...w,Vz3IxVy

yexe (yezApy).

3. Aksiom praznoga skupa (x je prazan skup):
AxVyy ¢ x
Uvodimo oznaku ‘@’ za prazan skup.
4. Aksiom parova (z je par):
VaxVydzVww ez & (w=xV w =Y))

Uvodimo ‘{x, y}’ kao oznaku za neureden par. U slucaju x = y, aksiomom
je osigurana opstojnost skupa s jednim ¢lanom.
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5. Aksiom spoja (unije) (y je unija lanova x):

VxAyWz(zey & Iw(zew Aw € x))

Uvodimo oznaku ‘U’ za uniju.

. Aksiom partitivnoga skupa — svaki skup x ima svoj partitivni skup y:

VxAyWz(z ey & zC x)

Definiramo pojam podskupa: x C y =4 Yz(z € x — z € y), te uvodimo
‘px’ kao oznaku za partitivni skup skupa x.

. Aksiom beskonacnosti — opstoji skup svih prirodnih brojeva:

Ax(@ e x AVY(Y € x = yr € X))

Na temelju von Neumannove definicije prirodnoga broja, gdje je 0 prazan
skup, a svaki sljedbenik prirodnoga broja definiran kao skup svih prethodnih
prirodnih brojeva (y7 =4 y U {y}), dobivamo beskonacan skup:

{2.{2},{2.{2}}.{2,{2}.{2,{2}}} .. }

. Aksiomatska shema zamjene (Fraenkel / Skolem):

Vx(Vy(y € x = Az p(y,2)) = Iww = {z[dyy € x A p(y,2)}))

Ako je dan neki skup x i relacija p koja za svaki €lan skupa x odreduje jedan
jedinstveni predmet, onda opstoji i skup svih predmeta u relaciji p prema x.

. Aksiom pravilnosti (utemeljenosti) — svaki neprazan skup ima barem jedan

¢lan s kojim ima prazan prijesjek (razdvojeni su).
Vx(x #2 - Iy exAxNy=0))

Definicija. Vx(x e yNz e (X €y A X € 2))

Iskljuceni su svi skupovi kojima ¢lanovi nisu prethodno definirani, kao skup
{{{. . }}}, koji je sam svoj €lan. — Svaki skup sadrZi minimalni ¢lan u silaz-
nome Clanstvenome nizu. Skupovi se stoga razlikuju prema stupnjevima:
9a je za jedan stupanj visi od skupa a

Odtuda slijedi da nijedan skup nije svoj ¢lan. Dokaz. Neka a € a. Tada ima
i skup {a}. Medutim tada, suprotno aksiomu pravilnosti, {a} i njegov jedini
¢lan a imaju neprazan prijesjek, naime, zajednicki im je ¢lan predmet a.
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10. Aksiom izbora (AC) — neka je a skup nepraznih skupova; tada ima funkcija
f takva da

Yx(x € a — f(x) € x).

Taj se aksiom Cesto osporava. Naime, u nekim slucajima ¢lan iz svakoga
skupa moZemo odrediti neovisno o aksiomu izbora, primjerice, u svakome
nepraznome podskupu skupa prirodnih brojeva uvijek moZemo izabrati naj-
manji ¢lan. S druge strane, nije pronadena funkcija koja ¢e iz svakoga ne-
praznoga podskupa realnoga kontinuuma odrediti jedan ¢lan (primjerice, to
ne moZe biti najmanji, najveci ili srednji €lan, jer oni ne postoje za svaki
takav podskup).

Dodajmo da se hipoteza kontinuuma i poopéena hipoteza kontinuuma ne mogu u
ZFC ni opovr¢i (Godel, 1939.) ni dokazati (Cohen, 1963.).

Osim sustava ZFC poznat je, primjerice, i sustav NBG (John von Neumann,
Paul Bernays 1 Kurt Godel). Za taj je sustav karakteristi¢no razlikovanje skupa
(kao posebnoga slucaja razreda) 1 “pravoga razreda”. Uvjet da x bude skup ($)
odreduje se ovako:

Sx e dyxey)
Pravi su razredi “preveliki” da bi bili skupovi:
-Sx o x| =|V]|

gdje je V sveop¢i (univerzalni) skup.

7.5 Zadatci

1. Prevedite sljedece reCenice na jezik logike viSega reda, sami birajuci os-
novne simbole:
(a) Razliciti ljudi imaju barem neka svojstva razlicita.
(b) Neka Markova svojstva nisu, a neka jesu pohvalna.
(c) Nemaju svi ljudi sva dobra svojstva.

(d) Marko ima neka svojstva koja su prihvatljivija od nekih Ivanovih svoj-
stava.

(e) Nema Covjeka bez ijednoga dobroga svojstva.
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. Preoblikujte sljedece formule s A-apstraktom u istovrijedne formule bez A-

apstrakta, i obratno, formule bez A-apstrakta u istovrijedne formule s A-
apstraktom Sto veéega dosega:

(a) (Ax.Px)(c) V Qc,

(b) Vx(y.(Py = Qy))(x),

(¢) Pcx A —Pcd,

(d) Vxdy(1z.(Pz A =Qyz))(c),
(e) PcV Qcx.

. Sluzedi se definiranim pojmovima beskonacnosti 1 izbrojivosti, kako biste

definirali neprebrojivost?

. Izrazite, redom, da ima 0, 1, 2 i 3 predmeta sa svojstvom X (neformalno

ispustajuci oznake tipa).

. Uocite da se mogu brojati uredene n-torke bilo kojega tipa (broj je, u tom

smislu, svojstvo n-mjesne relacije). Navedite nekoliko konkretnih primjera
viSemjesnih relacija i njihova brojnoga stanja.

. Objasnite na primjeru zaSto logika viSega reda s nepravim Henkinovim mo-

delima nije pouzdana.

. Provjerite istinitosnim stablom valjanost iskaza YY3XVx =(1y.Yxy) = X.

Za X treba supstituirati (1y.—Pxy).
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Poglavlje 8

Iskazna logika

8.1 Jezik .7, iskazne logike
8.1.1 Sintaksa (rjecnik i gramatika)
Rjecnik
1. Iskazna slova: P, OQ,R, Py, ...,
2. poveznici: 7, A, V, =, &,

3. razgodci: (,).

Iskazna su slova opisni simboli, poveznici logicki simboli, a razgodci pomoéni
simboli .

Gramatika
Derinicna 8.1 (Izraz) Izraz je konacan niz osnovnih simbola jezika Z..

Svaki simbol naveden u rje¢niku moZe u izrazu imati viSe pojavaka. Kao metava-
rijable za izraze rabimo mala slova: p, g, r, p, ...

DeriNnicua 8.2 (Iskaz) Iskaz je najmanji skup izraza tvoren prema sljedecim pra-
vilima:

1. Svako je iskazno slovo iskaz.
2. Ako je p iskaz, —p je iskaz.

3. Ako su piqiskazi, (p Aq), (pV q), (p = q)i(p < q) jesu iskazi.

97
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Iskazi tvoreni prema pravilu 1) jesu jednostavni (atomarni) iskazi. Jednostavne
iskaze 1 zanijekane jednostavne iskaze nazivljemo zajednicki slovnim iskazima.
Iskazi prema pravilima 2) — 3) jesu sastavljeni iskazi (molekularni).

Prema pravilu 2), poveznik je — jednomjestan (singularan, unaran), a ostali su
poveznici dvomjesni (binarni).

Neformalno vrijedi sljedeci obicaj o porabi jezika: .Z;:

a) vanjske zagrade mogu se ispustiti kadgod iskaz stoji sam za se, tj. kad nije
dio drugoga iskaza,

b) umjesto okruglih zagrada mogu se rabiti uglate zagrade,

¢) konjunkcija i disjunkcija mogu se opetovati bez novih zagrada.
Derinicua 8.3 (Popiskaz) Podiskaz je dio iskaza koji je takoder iskaz.

DerinicuA 8.4 (DOSEG POJAVKA POVEZNIKA) Doseg pojavka poveznika u iskazu naj-
kraci je podiskaz koji sadrZi taj pojavak.

Ako nema dvosmislenosti, krace govorimo i o “dosegu poveznika”.

DEriNnicia 8.5 (GLAVNI POJAVAK POVEZNIKA) Glavni pojavak poveznika u podiskazu
p jest pojavak poveznika takav da je p doseg toga pojavka.

Uobicajeno je krace govoriti o “glavnome povezniku” umjesto o “glavnome po-
javku poveznika”.

DerinicA 8.6 (NEPOSREDNI PODISKAZ) Neposredan podiskaz definiramo na sljedeci
nacin:

1. uiskazima oblika —p neposredan je podiskaz p,
2. uiskazima oblika (p A q), (pV q), (p — q), (p & q) neposredni su podiskazi
pigq.
8.1.2 Semantika jezika .Z;

DErinicua 8.7 (OsNovNO TUMACENJE, 1) Osnovno tumacenje, Ty, jest pridruZivanje
istinitosne vrijednosti “istina” (i) ili “neistina” (n) svakomu jednostavnomu is-
kazu jezika Z; (tj. Ty skup svih iskaznih slova preslikava u skup {i, n}.

Osnovno se tumacenje, T, pomocu pravila vrjednovanja (definicija istine) prosiruje
u op¢u funkciju tumacenja (tumacenja svakoga iskaza), T.
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DEerinica 8.8 (IstiNa U TUMACENIU T))
1. Ako je p jednostavan iskaz, T(p) = i ako i samo ako Ty(p) =i,
T(—p) =iako i samo ako T(p) = n,

T(pAgq)=iakoisamoakoiT(p)=1iiT(q) =i,

N w0

T(pV q)=iakoisamo T(p) =1iili T(q) =1iili oboje,

T(p — q) =iakoisamo ako T(p) =nili T(qg) =1,

AN

T(p & q) =1iakoisamo ako T (p) = T(q).

8.2 Ocuvanje istine u iskaznoj logici

DEriNnicua 8.9 (ZapbovoLnvost) Skup je iskaza U zadovoljiv ako i samo ako ima
barem jedno tumacenje za koje je svaki clan skupa U istinit.
(Drugi nazivci: semanticka suvislost, semanticka konsistentnost.)

Skup je iskaza I' nezadovoljiv ako 1 samo ako nije zadovoljiv, tj. ako 1 samo ako
ni za jedno tumacenje nisu svi ¢lanovi skupa I' istiniti.

Stavak 8.1 Ako je skup iskaza A zadovoljiv, zadovoljiv je i svaki njegov podskup,
a ako je A nezadovoljiv, nezadovoljiv je i svaki nadskup skupa A.

Dokaz

(a) Prvi dio stavka slijedi iz toga Sto bilo koji skup I koji je podskup skupa A
(krace: I' € A), sadrzi samo Clanove skupa A. Prema tome, ako su svi ¢lanovi
skupa A istiniti za neko tumacenje 7', istiniti su za 7 i svi ¢lanovi skupa I'.

(b) Drugi dio stavka slijedi iz toga Sto su svi ¢lanovi skupa A kojemu je skup X
njegov nadskup (kraée: A C X), takoder ¢lanovi nadskupa X. Prema tome, ako ni
za jedno tumacenje nisu svi ¢lanovi A istiniti, Sirenjem skupa A novim ¢lanovima
u skup X, i dalje ¢e onaj Clan skupa A koji je za tumacenje T bio neistinit, biti
neistinit za 7', sada i kao ¢lan skupa X. 4

NapoMENA 8.1 Zadovoljivost su i nezadovoljivost pojedinanoga iskaza samo po-
sebni slucaji zadovoljivosti skupa iskaza. Naime, krace kaZemo da je iskaz p zado-
voljiv ili nezadovoljiv ovisno o tome je li jedinicni skup {p} (tj. skup koji za jedini
¢lan ima p) zadovoljiv ili nije.
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DeriNnicua 8.10 (PosLiepica, I = p) Iskaz p jest posljedica skupa iskaza I ako i
samo ako je p istinit za svako tumacenje za koje je svaki ¢lan skupa T istinit.

Druk¢ije kazemo 1 da iskaz p slijedi iz skupa I', ili da skup iskaza I' implicira
(povlaci) iskaz p. Tumacenje koje pokazuje da neki iskaz p nije posljedica skupa
I' (T ¥ p), jest protuprimjer posljedi¢noga odnosa. To je, dakle tumacenje za koje
je svaki ¢lan skupa T istinit, a iskaz p neistinit.

Stavak 8.2 T' | p ako i samo ako je skup I U {—p} nezadovoljiv.

Dokaz Stavak pomocu izraza ‘ako i samo ako’ tvrdi da (a) ako vrijedi lijeva strana
vrijedi i desna, te (b) ako vrijedi desna da vrijedi i lijeva strana.

a) Neka I'  p i neka su svi ¢lanovi I istiniti. Tada, prema definiciji slijeda (po-
sljedice), i p mora biti istinit, a =p, prema tome, neistinit. Tada je, dakle, skup
I' U {=p} nezadovoljiv.

b) Neka je skup I' U {—p} nezadovoljiv i neka je svaki ¢lan skupa I" istinit. Tada
—p mora biti neistinito, a p, prema tome, istinito. No, to znaci, prema definiciji
slijeda (posljedice), dal’ = p. A

Stavak 8.3 AkoT' E p il | —p, onda je T nezadovoljiv.

Dokaz Pretpostavimo da su svi iskazi koji su ¢lanovi skupa I' istiniti za neko
tumacnje 7. Tada bi, prema definiciji posljedice, za T morali biti istiniti p i —p,
Sto je nemoguce (jer - mijenja istinitosnu vrijednost). Prema tome, ni za jedno
tumacenje ne mogu svi Clanovi I biti istiniti. 4

Stavak 8.4 Neka A CT. Ako A = p, ondal [ p. (T]. posljedica skupa, posljedica
Jje i nadskupa.)

Dokaz Neka A | p. Neka su i svi ¢lanovi A istiniti. Tada je istinito i p. No, ako
su istiniti svi ¢lanovi I, istiniti su i svi ¢lanovi podskupa A. A tada je istinito i p.
dakleT' E p.

DEeriNiciA 8.11 (SEMANTICKA VALJANOST ZAKLIUCKA) Zakljucak je semanticki valjan
ako i samo ako je njegov zaglavak istinit za svako tumacenje za koje su sve premise
istinite.

Protuprimjer valjanu zakljucku jest tumacenje za koje su sve premise istinite, a
zaglavak neistinit.
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DEFINICDIA 8.12 (SEMANTICKA VALJANOST ISKAZA) Iskaz je semanticki valjan ako i sa-
mo ako je istinit za svako tumacenje.
(Drugi nazivci: logicki istinit iskaz ili tautologija.)

Valjani se 1 nezadovoljivi iskazi zajednicki nazivlju i logicki odredenim iskazima.
Iskaz koji nije ni valjan ni nezadovoljiv, jest logicki neodreden (kontingentan)
iskaz. On je zadovoljiv, ali nije valjan.

Stavak 8.5 Valjan je iskaz posljedica bilo kojega skupa iskaza, odnosno, to je za-
glavak koji slijedi iz bilo kojih premisa.

Dokaz Kako je valjan iskaz istinit za svako tumacenje, istinit je i za svako tumace-
nje za koje su svi ¢lanovi bilo kojega skupa istiniti. 4

Stavak 8.6 Iskaz p je valjan ako i samo ako je p posljedica praznoga skupa iskaza.

Dokaz

(a) Dokaz s lijeva na desno (ako vrijedi lijeva strana stavka, vrijedi i desna): Ako je
p valjan, posljedica je svakoga skupa, kako je dokazano, pa prema tome i praznoga
skupa.

(b) Dokaz s desna na lijevo (ako vrijedi desna strana stavka, vrijedi i lijeva). Ako
@ E p, onda p mora uvijek biti istinito, jer su (na prazan nacin) i svi ¢lanovi @
istiniti (“svih” O ¢lanova skupa @ jesu istiniti). 4

Takoder, posljedica konacnoga skupa I svodi se na valjanost pogodbe u kojoj je
prednjak konjunkcija ¢lanova skupa I', a posljedak je posljedica.

Kako smo ve¢ pokazali, posljedicni odnos I' = p moze se svesti na nezadovo-
[jivost unije T'U {—p}. To znali da se i semanticka valjanost zakljucka svodi na
nezadovoljivost skupa Sto ga ¢ine premise i nijek zaglavka. A valjanost iskaza p
svodi se, prema tome, na nezadovoljivost skupa {—p}. Te ¢emo Cinjenice upotrije-
biti pri primjeni metode istinitosnoga stabla.

DEFINICIA 8.13 (SEMANTICKA ISTOVRIJEDNOST (EKVIVALENTNOST), p =~ q ) Iskazi piq

oba neistiniti.

Stavak 8.7 (DE MORGANOVI ZAKONI)

~(pAq)=-pV g,

~(pVq) =-pAg.
Dokaz Gornje je zakone lako provjeriti istinitosnim tablicama, izgradenima na
temelju istinitosnih vrijednosti za p 1 ¢ na lijevoj strani tablice. 4
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8.3 Deduktivni sustav u iskaznoj logici

Prikazujemo Jaskowski-Fitchov stil naravne dedukcije.!

Derinicua 8.14 (Dokaz) Dokaz je konacan niz iskaza koji su pretpostavake ili su
izvedeni prema deduktivnim pravilima.

DeriNnicua 8.15 (DokaZiLnvosT, v) Iskaz je p dokaZljiv iz skupa iskaza I (krace I +
p) ako i samo ako ima dokaz iskaza p iz konacnoga podskupa skupa T'.

Stavak 8.8 Ako je iz I' dokaZljiv iskaz p, a I je podskup skupa A, onda je i iz A
dokaZljivo p. (Tj. akoT' + pi' C A, onda A + p).

Dokaz Nekal + piI' C A. Kako su svi ¢lanovi skupa I" takoder i ¢lanovi skupa
A, jednak dokaz iskaza p je moguc i iz skupa A. A moZe sadrzavati i druge pret-
postavke koje, medutim, ne moramo upotrijebiti u dokazu iskaza p. 4

DeriNiciA 8.16 (DOSTUPNOST RETKA U DOKAZU) Redak m dostupan je u retku n ako
i samo ako sve pretpostavke koje vrijede u retku m, vrijede i u retku n.

DerinicA 8.17 (DosTupNOST PODDOKAZA) Poddokaz h-i dostupan je u retku n ako i
samo ako sve pretpostavke pod kojima stoji cijeli poddokaz h-i (dakle iskljucujuci
one koje se nalaze unutar poddokaza), vrijede i u retku n.

8.3.1 Deduktivna pravila u iskaznoj logici

Pravila se primjenjuju u mogucem Sirem kontekstu nekoga dokaza, kad veé
vrijede neke pretpostavke (skup iskaza I', moZe biti 1 prazan). U prikazu pravila
rezultat je primjene pravila uokviren kvadrati¢em.

Pravilo opetovanja® kaZe da ono $to je dokaZljivo iz skupa, dokaZljivo je i iz
nadskupa:

h

p
ihop

1Za usporedan prikaz Suppes-Lemmonova stila usp. [9, str. 30 nadalje]. Opstoji i Gentze-
nov, razgranati stil naravne dedukcije (od G. Gentzena i potjece nazivak “naravno zaklju€ivanje”,
1934.). Povijesno je najranija naravna dedukcija (“metoda suppozicija”) S. Jaskowskoga
(1926/27.,1934.), koju je poslije modificirao F. B. Fitch (1952).

2Usp. opis deduktivnoga sustava u [9].
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Tj.

I'rp
dakleI'UA + p, op

U nastavku ¢emu u rezultatu primjene pravila umjesto I' U A pisati jednostavno I'!
Nadalje, lijevo prikazujemo pravilo uvodenja konjunkcije (uA), a desno dva
oblika pravila za isklju¢enje konjunkcije (iA):

]; 5 h|pAgq h|pAg

illprql miun i hin i @ hin
Tj.:

I'rp

I'Fgq

dakleI' p A g, un

Skupovi iz kojih se dokazuju p 1 g, podskupovi su skupa I', iz kojega (ili iz nad-
skupa kojega) se dokazuje p A gq.
Ovako moZemo izraziti pravilo iA:

I'kpAg I'kpAag
dakleI' + p, iA dakle I' + ¢, iA

Prema iskljucenju pogodbe (modus ponens), iskaz ¢ moZemo izvesti ako nam je
dostupno p — ¢ i p:

hip—gq

L|p

j @ h,ii —
A pravilo je isklju¢enja dvopogodbe sli¢no pravilu iskljucenja pogodbe, ali vri-
jedi u oba smjera:

hlpegq h|lpegq
ilp ili : ilq

J @ hie j hie
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Pravila i— i i<> moZemo na sljedec¢i nacin izraziti pomocu pojma dokaZljivosti:

'rp—-gq
I'kp
dakleI'+ g, 1 —

'rpeog 'tpeog
I'rp I'rp
dakleI'+ g, i & dakleI'+ g, i &

Pravilo uvodenja disjunkcije:

h|p . h|q

i huv ey huv

Izrazimo sada pravilo uv pomocu pojma dokazljivosti:

I'rp I'Fgq
dakleI'+ p Vv g, uv dakleI'+ p Vv g, uv

Neka se pravila sluze poddokazom. To je, najprije, pravilo uvodenja pogodbe:

h|Lp
il |q
j h—iu —

To pravilo sadrZi ovaj poddokaz:

h|p
i|q
Uvodenje dvopogodbe:

hi |Lp
i||q
J| Lg
k| |p
[ h—i, j-k u <
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Pravila u— i ue izraZujemo pomocu pojma dokazljivosti ovako:

'uptrg
dakleI'F p —» ¢, u -

I'uprg
'ugrp
dakleI'F p & ¢, u &

Pravilo iskljucenja disjunkcije:

h|ipVgq
| Lp
j r

k|| q
l r

m h, i—j, k=1 iV

IzraZzeno pomocu pojma dokazljivosti, pravilo iskljucenja disjunkcije kazuje slje-
dece:

I'tpvg
IF'upkrr
rvgrr
dakleI' v r, iV

Poddokaz je i sastavni dio neizravnoga dokaza, tj. dokaza pomocu protuslovlja.
Rabi se u pravilu iskljuc¢enja nijeka:

h —|p
i||q
Jl | g

k hej i

Formulirano izri¢ito pomoc¢u pojma dokazljivosti, pravilo za isklju¢enje nijeka
kaZe sljedece:

F'u{-p}+q, 'U{=p}+ g
dakle '+ p, i—
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Samo izvodenje dokaza olaksat ¢e se i skratiti ako primijenimo i neka izvedena
pravila za nijek.
Prema pravilu uvodenja nijeka, u—,

h||p
i |q
Jl|~4q

k h— ] u-
Daljnje skracenje izvodenja predstavlja izvedeno pravilo isklju¢enja dvostru-

koga nijeka:

h —|—|p
i hi-=

Jos je jedno izvedeno pravilo pravilo slaboga iskljucenja nijeka:

hiq
i—|q

Jj h, i slabo i—

Znak 1 za protuslovlje mozemo upotrijebiti umjesto dvaju redaka koji zajedno
¢ine protuslovlje, ili umjesto bilo kojega protuslovnoga iskaza. Formalno ga u
dokazu uvodimo pravilom uvodenja protuslovlja:

hip
i|-p
j hyiul
Primjenu ovoga pravila nije potrebno opravdavati ako Zelimo samo naznaciti da

smo dobili protuslovlje (v. dolje o dokazu nesuvislosti).
Iskljucenje protuslovlja pokrata je za slabo isklju¢enje nijeka:

h|L
J hiil
8.3.2 Deduktivna svojstva u iskaznoj logici

DEeriNIcDA 8.18 (SINTAKTICNA VALJIANOST ZAKLIUCKA) Zakljucak je sintakticki valjan
ako i samo ako je njegov zaglavak dokaZljiv iz skupa koji se sastoji od premisa
toga zakljucka.
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DeriniciA 8.19 (POUCAK (TEOREM), + p) Iskaz p jest poucak ako i samo ako je p
dokaZljiv iz praznoga skupa iskaza.

Stavak 8.9

Fp—(g—p)
Fp—=>@—>nr)—>(p—>q9 > (@P-—r1)
F(=p——q) — (g —p)
F=p—(p—9q)

FpV-p zakon iskljucenoga srednjega
F=(p A=p) zakon neprotuslovlja

F=(p — p) zakon istovjetnosti

F(p =g Vig—r1)

F((p—>q9 —>p)—p Peirceov zakon

Dokaz Svi se poucct, tj. njihovi op¢i oblici, dokazuju opéim oblikom dokaza. Ovo
jeopéidokazzatr (p > (gq—r) = ((p —q) — (p > 1)

L Lp—o(@—or)

2| Lp—y¢q

3 p

4 q 2,31 —

5 q—or 1,31i—

6 r 4,51 —

7 p—or 3-6u —

8| |[p—=q > (p—or) 2-Ti—
YNp—=@—=>rMN->(p=>9—>pP—-r) 18u—- A

DEeriNniciA 8.20 (NESUVISAO (NEKONSISTENTAN) SKUP, I + p, =p) Skup je iskazal ne-
suvisao ako i samo ako je iz njega dokaZljivo p i —p.

Znakom L biljezimo da je u dokazu nesuvislosti iz skupa pretpostavaka dobiveno
protuslovlje, neki iskaz p i njegov nijek —p. Iskaz je suvisao ako i samo ako nije
nesuvisao.

Stavak 8.10 Ako skup I nesuvisao, iz I je dokaZljiv bilo koji iskaz p.

Dokaz Ako je I' nesuvisao, tj. iz I' je dokazljivo protuslovlje g, —g, onda se i
u poddokazu pod pomoénom pretpostavkom —p moze izvesti g, —q, te se zatim
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u glavnome dokazu prema pravilu i— moZe dokazati p. Evo opée sheme takva
dokaza:

Nekal + ¢g,I'+ —q
r
-p
q jerI'Fq,I'F g
g jerI'kgq, T+ g
p in

Podrazumijevamo da je u dokaz unesen neki konacan podskup skupaI". 4
Stavak 8.11 Ako je skup I" nesuvisao, nesuvisao je i svaki njegov nadskup.

Dokaz Gornji stavak neposredno proizlazi iz stavka 8.8, prema kojem sve $to je
dokazljivo iz I', dokaZljivo je i iz bio kojega njegova nadskupa A. -

Vrijedi i sljedeéi
Stavak 8.12 I' v p ako i samo ako je I' U {—p} nesuvislo.

Dokaz Stavak dokazujemo dvjema opéim shemama dokaza. Prema prvoj se na
temelju I' + p pokazuje da je I' U {-p} nesuvisao, a prema drugoj se na temelju
nesuvislosti I' U {—p} pokazuje da T + p.

NekaT + p Neka je I' U {—=p} nesuvisao
r T

- -p
p jerl'kp qg jerje I U{—p} nesuvisao
-p op -g jerje ' U{-p} nesuvisao
1 p i-

Podrazumijevamo da je u dokaz unesen neki konacan podskup skupaI". 4

DEeriNicUA 8.21 (SINTAKTICKA ISTOVRUEDNOST, p v q) Iskazi p i q jesu sintakticki
istovrijedni ako i samo ako je q dokaZljivo iz {p}, a p dokaZljivo iz {q}.

Definiens kraée zabiljezen glasi ovako: {p} + g i{q} + p.
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Stavak 8.13

p—q-i--pVyg
pegi-(pAg V(=pA-q) zakon svodenja <
—|—|p—|}—p

pANgi-gAp
pVvVgigVp

(PAQATrA-pA(GAT)
(V@ Vr4pVvigVr)

zakon svodenja —

zakon svodenja dvostrukoga nijeka
zakon izmjenitosti za A
zakon izmjenitosti za vV
zakon udruZivosti za N
zakon udruZivosti za v

pA(@Vr)4-(pAq)V(pAr) zakon raspodjeljivosti A na vV
pV(@Ar)4-(pV g A(pVr) zakon raspodjeljivosti V na A
~(pAg) 4 —pV g
~(pVg) 4 -pA-g
pApAip
pVvpip
pPA(PVgArp
pV((PAgAFp
PNV —q) A p
pV(GA-g) H-p

pi(PAQV(pA-qg)
pI(pVg APV g

De Morganov zakon
De Morganov zakon
zakon idempotentnosti
zakon idempotentnosti
zakon apsorpcije
zakon apsorpcije
zakon pokrate

zakon pokrate

zakon razvoja

zakon razvoja.

Dokaz Svi sunavedeni oblici istovrijednosti dokaZljivi odgovaraju¢im opéim obli-
kom dokaza. Evo npr. opéega dokazazap V(gAr) 4 (pV qg) A(p V r):

(R VS B S

o BN ENe)\

11
12

L pV(gAT)

P

pVgq

pVvr

(V@ APV

LgAT

q
pPVgq

-

pVI’

(V@ AN(pVr)
(PV@a NPV

2uv
2uv
3,4 uA

6 1A

7uv

6 1A

9uv

8,10 uA
1,2-5,6-11 uv
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Li(pveA(pVT)

2| pVg 1iA

3| Lp

41 |pV(@Ar) 3uv

50 Lg

6| |pVvr 1iA

|| Lp

8 pVv(gAr) TuVv

9 L

10 qnr 5,9 uyA

11 pVI(gATr) 10 uv

12| | pV(gAT) 6,7-8,9-111v
13| pV(gAr) 2,3-4,5-12iv A

Kanonski dokaz u iskaznoj logici MoZe se definirati i kanonski nacin doka-
zivanja: njime se dokazuje nesuvislost zadanoga skupa iskaza, a svi se ¢lanovi
zadanoga skupa najprije pretvaraju u disjunktivni normalni oblik (disjunktivno
povezane formule koje su konjunktivno povezani slovni iskazi).



Poglavlje 9

Logika prvoga reda

9.1 Jezik .Z, logike prvoga reda
9.1.1 Sintaksa (rjecnik i gramatika)
Rjecnik
1. Predmetne (individualne) konstante: c,d, e, cy, . .., (neformalno i druga ma-
la latini¢na slova, osim p, g, r1 x,y, 2),

2. predmetne (individualne) varijable: x,y, z, x1, . . .

3. priroci (predikati): P', Q',R', P}, ..., P?,..., (neformalno i druga velika la-
tini¢na slova; gornji pokazatelj priroka oznacuje broj praznih mjesta koje
prirok ima uza se),

4. poveznici: =, \,V, —, <
5. koliciteljni simboli: ¥, 9 (¢itamo “za svaki”, odnosno “barem za jedan”)
6. razgodci (interpunkcija): (,).

Opisni su simboli priroci i predmetne konstante, a logicki su simboli, uz po-
veznike, koliciteljni simboli i predmetne varijable. Pomocni su simboli razgodci.
Predmetne konstante i predmetne varijable zajednicki nazivljemo predmetnim sim-
bolima.

Gramatika

Izraz se definira analogno kao u iskaznoj logici, kao konac¢an niz osnovnih sim-
bola jezika .Z,. Takoder razlikujemo pojavke izraza od samih izraza.

111
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U metajeziku rabimo metavarijable D41 D1,
... za izraze jezika .Z,, P,P,,P,, ... za priroke, c,ci,c,, ... za predmetne kons-
tante, t, t;, t, . . . opéenito za predmetne simbole, i X, X;, X», . . . Za predmetne vari-
jable.

DEerinicua 9.1 (Formura)  Skup formula jest najmanji skup izraza izgradenih pre-
ma sljedecim pravilima:

1. Ako je P prirok, a ty, ..., t, predmetni simboli, Pt; .. .t, jest formula.

2. Ako je p formula, —p je formula.

3. Ako su piqformule, (p Aq), (pV q), (p = q)i(p & q) jesu formule.
4. Ako je p formula a X varijabla, YXp i AXp su formule.

Formule oblika 1) jesu jednostavne (atomarne) formule (neformalno na priroku
ispuStamo gornje pokazatelje mjesnosti, jer je mjesnost ocita iz same formule).
Jednostavne formule i zanijekane jednostavne formule nazivljemo slovnim formu-
lama. Formule prema pravilima 2) i 3) jesu sastavljene formule. Formule oblika
Vxp jesu opce (i to jesne opée) formule. Formule oblika Jxp jesu opstojne (i to
jesne opstojne) formule. Posebno razlikujemo jesne od nijecnih opc¢ih formula
(Vxp od =dxp), kao i jesne od nijecne opstojnih formula (dxp od =Vxp).

Izraz oblika Vx ili Ix jest kolicitelj (kvantifikator). Poveznike i kolicitelje za-
jednicki nazivljemo djelateljima (operatorima).

Za jezik .Z, (kao i za .Z}) vrijedi dogovor o neformalnom ispustanju vanjskih
okruglih zagrada, o neformalnoj uporabi uglatih, te o opetovanim konjunkcijama
1 disjunkcijama bez unutrasnjih zagrada.

Derinicua 9.2 (PoprormuLa) Podformula je dio formule koji je takoder formula.

Cijelu formulu takoder smatramo vlastitim dijelom.

DeriniciA 9.3 (DOSEG POJAVKA DIELATELIA) Doseg pojavka djelatelja jest najkraca
podformula koja sadrZi taj pojavak.

DeriNicA 9.4 (GLAVNI POJAVAK DIELATELIA) Glavni pojavak djelatelja u podformuli
p jest onaj pojavak kojemu je p doseg.

Uobicajeno, Cesto govorimo o “glavnome djelatelju”, umjesto o “glavnome po-
javku djelatelja”.
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DEerINICA 9.5 (NEPOSREDNA PODFORMULA )
1. U formulama oblika —p, neposredna je podformula p.

2. U formulama oblika (p A q), (p V q), (p = q) i p & q, neposredne su
podformule p i q.

3. U formulama oblika Vxp i Axp, neposredna je podformula p.
DEerINICIA 9.6 (VEZAN 1 SLOBODAN POJAVAK VARIJABLE)

1. Pojavak varijable x u formuli p jest vezan ako i samo ako se nalazi u dosegu
kolicitelja za x. Vezan je onim pojavkom kolicitelja za x u dosegu kojega se
nalazi i koji ima najkraci doseg.

2. Pojavak varijable x u formuli p jest slobodan ako i samo ako nije vezan.

DeriNnicua 9.7 (Iskaz) Formula p jest iskaz ako i samo ako u p nema nijednoga
slobodnoga pojavka varijabla.

Iskaz jo§ zovemo zatvorenom formulom. Ostale su formule otvorene .

Derinicia 9.8 (SupstiTucua) Supstitucija t' za t (t'/t) jest preoblika formule p u
Sformulu p(t'/t), pri Cem:

1. zamijenjena oznaka t jest slobodna varijabla ili predmetna konstanta,

2. ako je zamijenjujuca oznaka t' varijabla, ona ostaje slobodnom kad se u
Sformuli p supstituira za t (krace receno: t' je slobodan za tu p).

9.1.2 Semantika jezika .Z),

DeriNicuA 9.9 (MobeL, I) Model, I, jest ureden par (D, T"), gdje je
1. D (predmetno podrucje) neprazan skup,
2. T (tumacenje prvoga reda) funkcija koja

(a) svakoj predmetnoj konstanti pridruZuju ¢lan predmetnoga podrucja D,

(b) svakomu n-mjesnomu priroku pridruZuje n-clanu relaciju na D.!

'n-Elana je relacija skup uredenih n-toraka, tj. n-¢lanih skupova.
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Stoga znacenje predmetne konstante ¢ kao vrijednost funkcije tumacenja 7 ozna-
¢ujemo s 7 (c), a znaCenje priroka P" s 7 (P").

DeriniciA 9.10 (VRIEDNOVANIE VARUABLA) Vrjednovanje varijabla, v, jest pridruZi-
vanje ¢lana predmetnoga podrucja svakoj predmetnoj varijabli.

Znacenje predmetne varijable x kao vrijednost funkcije vrjednovanja varijabla v
oznacujemo s v(c).

DEeriNiciA 9.11 (INACICA VRIEDNOVANJA VARDUABLA) Inacica vrjednovanja varijabla
v[d/x] jest vrjednovanje varijabla koje se od vrjednovanja varijabla v razlikuje
najvise varijabli pridruZivanjem ¢lana d predmetnoga podrudja x.

Opcenito, znacenje predmetne oznake t (bilo konstante, bilo varijable) u modelu
M (koji sadrzi tumacenje 7) i za vrjednovanje varijabla v oznadujemo s []*.

DEeFiNicUA 9.12 (ZADOVOLJENOST FORMULE)

1. M E, Py, ..., t, akko ([t; 1™, ..., [t,I™) € T(P"),

M E, —p akko M I, p,

ME, (pAqg)akkoME, piME, q,

M=, (pV q)akko M k=, piliM |, q,
ME, (p — q) akko M ¥, pili M k=, q,
ME, (p o q)akko M E, p,qili M, p,q,
I k=, VXxp akko za svakid € D, 4/ P,

Lo N & K WD

I k=, Ixp akko barem za jedan d € D, M [=,4/x) P-

9.2 Ocuvanje istine u logici prvoga reda

DeriniciA 9.13 (Zapovorivost) Skup je iskaza T zadovoljiv ako i samo ako ima
barem jedan model u kojem je svaki ¢lan T istinit.

Skup je iskaza I' nezadovoljiv ako 1 samo ako nije zadovoljiv, tj. ako i samo ako
ni za jedan model nisu svi ¢lanovi skupa I istiniti.

I u logici prvoga reda vrijedi stavak o zadovoljivosti skupova i nadskupova koji
je potpuno analogan stavku 8.1 iskazne logike:
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Stavak 9.1 Ako je skup iskaza A zadovoljiv, zadovoljiv je i svaki njegov podskup,
a ako je A nezadovoljiv, nezadovoljiv je i svaki nadskup skupa A.

Dokaz Dokaz je sasvim analogan dokazu stavka 8.1 iskazne logike. 4

DEeriNnicua 9.14 (PosLiepicA) Iskaz p jest posljedica skupa iskaza T ako i samo ako
je p istinit u svakome modelu za koji je svaki clan skupa I istinit.

Model u kojem je svaki ¢lan skupa I' istinit, a iskaz p neistinit jest protuprimjer,
koji pokazuje da p nije posljedica skupa I' (I' i p).

DEerINICIIA 9.15 (SEMANTICKA VALJANOST ZAKLIUCKA) Zakljucak je semanticki valjan
ako i samo ako je njegov zaglavak istinit u svakome modelu u kojem su sve premise
istinite.

DEriNIcDA 9.16 (SEMANTICKA VALJANOST ISKAZA) Iskaz je semanticki valjan ako i sa-
mo ako je istinit u svakome modelu.

Sljedeci su stavci potpuno analogni stavcima 8.2—8.6 iskazne logike 1 dokazuju
se na sli¢an nacin.

Stavak 9.2 T | p ako i samo ako je skup I U {—p} nezadovoljiv.
Stavak 9.3 AkoI' |E p il  —p, onda je I nezadovoljiv.
Stavak 9.4 Valjan je iskaz posljedica bilo kojega skupa iskaza.

Stavak 9.5 Iskaz p jest valjan ako i samo ako je p posljedica praznoga skupa
iskaza.

DEriNicIA 9.17 (SEMANTICKA ISTOVRUEDNOST, p =~ q) Iskazi p i g jesu semanticki is-
tovrijedni ako i samo ako p i g u svakome modelu imaju istu istinitosnu vrijednost.

Zadovoljivost, posljedic¢ni odnos i istovrijednost formula

DEriNicUA 9.18 (ZADOVOLIIVOST SKUPA FORMULA) Skup je iskaza I zadovoljiv ako i
samo ako ima barem jedan model M i vrjednovanje varijabla v takvi da za svaku
formulup e, M E, p.

DEeriNiciA 9.19 (NEZADOVOLJIVOST SKUPA FORMULA) Skup je formula I nezadovoljiv
ako i samo ako T nije zadovoljiv.
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Derinica 9.20 (PosLiepica, E) I' E p ako i samo ako M =, p kadgod za svaku
formulug € T, M [, q.

DeriNiciA 9.21 (VALIANOST FORMULE) Formula je valjana ako i samo ako u sva-
kome modelu M i za svako vrjednovanje varijabla v, M =, p.

DEFINICIA 9.22 (SEMANTICKA ISTOVRUEDNOST FORMULA, p =~ q) p =~ q ako i samo
ako za svaki model M i za svako vrjednovanje varijabla v, M |, p ako i samo
ako M [, q.

Stavak 9.6 (DE MORGANOVI ZAKONI ZA KOLICITELJE)

—Vxp =~ Ix-p
—3dxp =~ Vx-p,

Dokaz Ako nije svakim predmetom zadovoljena formula p, onda je barem jednim
predmetom zadovoljena formula —p. I obratno, ako ne opstoji predmet kojim je
zadovoljena formula p, onda je svakim predmetom zadovoljena formula —p. Evo
i formalnoga dokaza. Prva istovrijednost:

M =D, 7)E, ~"Vxp

akko Mt £ Vxp, zadovoljenost nijeka

akko, barem za jedan d € D, Mt £, [d/x]p, zadovoljenost opce formule,
akko, barem za jedan d € D, M =, [d/x]—p, zadovoljenost nijeka,

akko M =, Ix—p, zadovoljenost opstojne formule.

Za vjezbu, dokazite i drugu istrovrijednost! A

9.3 Deduktivni sustav u logici prvoga reda
Analogno iskaznoj logici, i u logici prvoga reda

dokaz je niz iskaza (formula) od kojih je svaki pretpostavka ili je
izveden prema dokaznome pravilu,

p je dokazljivo iz skupa I' (I' + p) ako i samo ako ima dokaz iskaza
(formule) p iz podskupa skupa I

Vrijede i potpuno analogne definicije dostupnosti retka i poddokaza kao u iskaznoj
logici.
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9.3.1 Dokazna pravila u logici prvoga reda

Uz pravila koja vrijede za deduktivni sustav iskazne logike, dodajemo 1 Cetiri
pravila za kolicitelje.
Pravilo iskljucenje opéega kolicitelja:

h | Vxp

ihiv

tj., opisano pomocu izri¢itoga pojma dokazljivosti:

I'+ Vxp,
dakle I' + p(c/x), iV

Pravilo uvodenja opcega kolicitelja:

h|p

¢ se ne javlja u vrijedeéim pretpostavkama

t.,

I'Fp,
dakle I' v Vxp(x/c), iV

¢ se ne javlja u vrijede¢im pretpostavkama

Pravilo uvodenja opstojnoga kolicitelja:

h| p(c/x)

i hud

tj.,

Ik p(c/x),
dakle I' + Ixp

Pravilo iskljucenje opstojnoga kolicitelja:
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dxp
%p(c/x)
q

4]

se ne javlja u vrijedeéim pretpostavkama, Ix p, ni u g

0 N~ o~

tj.,

I'dxp

I'U{p(c/x)}Fq

dakleI' + ¢

¢ se ne javlja u vrijede¢im pretpostavkama, Ix p, ni u g

9.3.2 Deduktivna svojstva u logici prvoga reda

Odredbe sintakti¢ne valjanosti i poucka za logiku prvoga reda mozemo analo-
gijski preuzeti iz iskazne logike, imajuéi na umu da se sada kao iskazi javljaju
svi iskazi jezika %), i da rabimo sva izvodna pravila deduktivnoga sustava logike
prvoga reda.

Stavak 9.7 (Pouccr)

FVxp — dxp

FVxVyp — VyVxp

F dxdyp — dydxp

F dxVyp — Vydxp

F(Vxp VvV Vxq) = Vx(p V q)
FAx(p A g) = (Txp A dxg)
FVX(p — q) = (Yxp — Vxq)
FIx(p — q) = (Vxp — Ixq)
F(dxp — V¥xq) = Vx(p — q)

Vrijede 1 sintakticne istovrijednosti iz iskazne logike, stavak 8.9, s poopéenjem
P, q 1r tako da se te metavarijable odnose na formule logike prvoga reda.
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Dokaz Svi se oblici poucaka iz stavka 9.7 dokazuju opéim oblicima dokaza. Npr.

1| | Ixp — Vxq

2 p(c/x)

3 dxp 2 ud

4 Vxq 1,3i—

5 q(c/x) 41Y

6| | p(c/x) — g(c/x) 2-5u—-

71 | Vx(p — q) 6 uVv

8| (Ixp - Vxq) > Vx(p > q) 1-Tu—
Stavak 9.8

=Vxp 4+ dx-p

—3dxp 4+ Vx-p

p 1 VYXp, p ne sadrzi slobodan x

p A Ixp, p ne sadrzi slobodan x

Vx(p A q) 4F YXp A VXxq

Ix(p Vv q) 4+ Ixp Vv Ixg

Vxp 4 VX' p(X'/X), p ne sadrZi slobodan x’
dAxp 4+ IX' p(X’/X), p ne sadri slobodan X’
Vxp A g 4+ Yx(p A q), q ne sadrZi slobodan x
Vxp V q 4+ Yx(p V q), q ne sadrZi slobodan x
Axp A g 4+ IX(p A q), q ne sadrZi slobodan x
Axp Vv g 4 IX(p V q), q ne sadrZi slobodan x
Vxp — q 4 IX(p — q), q ne sadrZi slobodan x
Axp — g 4+ VX(p — q), g ne sadrzi slobodan x
p — V¥xq 4+ Yx(p — q), p ne sadrZi slobodan x
p — Ixq 4+ Ix(p — q), p ne sadrzi slobodan x

-

De Morganov zakon za ¥V i 3
De Morganov zakon za ¥V i 3
prazno pokolicavanje
prazno pokolicavanje

zakon raspodjeljivosti ¥ na A
zakon raspodjeljivosti A na v
preimenovanje x
preimenovanje x

pomicanje N preko A
pomicanje N preko V
pomicanje 1 preko A
pomicanje 1 preko V
promjena kolicitelja
promjena kolicitelja
pomicanje N preko —
pomicanje 1 preko —

Vrijede i sintakti¢ne istovrijednosti iz iskazne logike, stavak 8.13, poopéene na

logiku prvoga reda.

Dokaz Sve se istovrijednosti navedene u stavku 9.8 dokazuju opéim oblicima
dokaza na formulama. DokaZimo, primjerice, istovrijednost p — Ixqg 4+ Ix(p —
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q) s lijeva na desno!

1| p— Ixgx) p ne sadrzi slobodan x
21 [ =3x(p — gq(x))
31| Lp
4 dxq(x) 1,3i—>
5 | g(c2/x)
6 | —q(c1/x)
7 P
8 q(c2/x) 5op
9 p — q(cy/X) 7-8u —
10 Ix(p - gx)) 9ud
11 -3Ax(p(x) = g) 2o0p
12 q(c1/x)) 6-111i-
13 q(c1/x) 4,5-12 14
14| | p — g(ci1/x) 3-13u—
15 Ix(p — g(x)) 14 ud
16 | | ~3Ix(p — g(x)) 2op
17 | Ix(p — q(x)) 2—-16i—= 4

Kanonski dokaz Moze se definirati i poseban, kanonski naCin gradnje dokaza.
Kao i u iskaznoj logici, kanonski je dokaz uvijek dokaz nesuvislosti. Zadane se
formule pretvaraju u preneksni normalni oblik — svi kolicitelji stoje na pocetku
formule, a ostatak je formule (matrica) u njihovu dosegu; matrica se pretvara u
disjunktivni normalni oblik.

9.4 Funkcije

Logici prvoga reda moZemo dodati, bez stvarnoga proSirenja logike, funkcije
(funkcijske simbole, pripadnu semantiku i deduktivna pravila).

Funkcijski simboli: f1, g' A, .., ... /4.,
DEeFiNICcUA 9.23 (PREDMETNA OZNAKA)

1. svaka je predmetna konstanta predmetna oznaka,

2. svaka je predmetna varijabla predmetna oznaka,

3. ako je f'n—mjesni funkcijski simbol a t,, .. .t, predmetne oznake, f(ty,..., t,)
Jje predmetna oznaka.



9.5. ISTOVIETNOST 121

DEeriNicA 9.24 (OTVORENA 1 ZATVORENA PREDMETNA OZNAKA)
1. Predmetna je oznaka otvorena ako i samo ako sadrZi pojavak varijable.
2. Predmetna je oznaka zatvorena ako i samo ako nije otvorena.
Tumacenje prvoga reda redefiniramo dodajudi i novi sluc¢aj da

tumacenje prvoga reda svakomu funkcijskomu simbolu f pridruzuje
funkciju f: D" — D.

Deduktivni sustav Navodimo pravila za kolicitelje:

Vxp h )4
pt/x)| hiv || Vxpx/c)| hu¥
¢ se ne javlja u vrijedeéim

t je zatvorena predmetna oznaka

h

i

pretpostavkama
h | dxp
A fACEs Jl "5(0/)() hiv
’ hrud k|[q] hijid

t je zatvorena predmetna oznaka, N e 1.
¢ se ne javlja u vrijedeéim

pretpostavkama, Ixp ili g

9.5 Istovjetnost

Rjecnik £, proSirujemo novim logickim simbolom — dvomjesnim prirokom
=2 . Novi je oblik jednostavnih formula: t; = t,.

U svakom tumacenju prvoga reda vrijednost priroka =2 jest skup svih uredenih
parova (d, d) za svaki ¢lan d predmetnoga podrucja D. Zadovoljenost istovjetnosne
formule definira se ovako:

M k=, t; = t, ako i samo ako [t; I = [t,]™.

Deduktivni sustav Na deduktivna pravila pravila logike prvoga reda dodajemo
uvodenje istovjetnosti:

hle=¢) u =
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t.
EFEC=C

i iskljudenje istovjetnosti:

h| ¢, =c¢ h| ci=c¢c
i| plci/x) i| p(c/x)

j hii= hii=

tj.
I'kcp=c ke =c
I'F p(ci/x) I'F p(ca/x)
dakle I' + p(cy/x) dakle I' + p(c;/x)

Istovjetnost i funkcije Deduktivna pravila za istovjetnost, kao i u istinitosnome
stablu, poop¢avamo tako da vrijede i za zatvorene slozene predmetne oznake:

n|[(=0 u =
t je zatvorena predmetna oznaka

h| =t h| =t
i pti/x) i pt/x)

j hyii= j hyii=

t; 1 tp su zatvorene predmetne oznake tj itp su zatvorene predmetne oznake



Nazivlje i simboli

Usp. sli¢an popis nazivlja i simbola u [9].
Nazivlje

Donosimo neke nazivke u kojima najceS¢e nastaju razlike u literaturi na hrvat-
skome:

djelatelj — operator

dvopogodba — (materijalni) bikondicional, materijalna ekvivalencija
istovrijednost — ekvivalencija

jednostavna (formula) — atomarna (formula)

kolicitelj (op¢i, opstojni) — kvantifikator (univerzalni, egzistencijalni)
nijek — negacija

opetovanje — (re)iteracija

pogodba — (materijalni) kondicional, materijalna implikacija
posljedak — konsekvent

poucak — teorem

pouzdanost — utemeljenost (soundness)

poveznik — veznik

prirok — predikat

(predmetna) oznaka — term

prednjak — antecedent

sastavljena formula/iskaz — molekularna formula/iskaz
slovna formula/iskaz — literal

suvislost — konzistentnost

tumacenje — interpretacija

zadovoljiv — ispunjiv

zaglavak — konkluzija

123
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Simboli

Simboli logickih jezika:
P, O,R,...,P,,... — iskaznaslova
PLOWR',...,P% ... P ... Pl ..., — priroci (priro¢na slova)
= — znak istovjetnosti
¢,d,e,ay, ... — predmetne konstante
X,¥,2, X1, ... — predmetne varijable
-, A, V, =, <, ¥V, 3 — djelateljni simboli
(,) — zagrade

Usp. str. 97, 1111 121.
0, ’,+,x — posebni simboli u aritmeti¢koj logici prvoga reda

c’,d’, e, c],... — konstante u logici viSega reda

X, y", 2%, x],... — varijable u logici viSega reda

PT,Q, R, P7,... — konstante trecega reda, neformalno
X7, Y7, Z7, X],... — varijable trecega reda, neformalno

A — prirocni apstraktor (iz priroka tvori predmetnu oznaku)

Usp. str. 59 i str. 78 i dalje.

Metajezicni simboli:
p,q,r — metavarijable za formule
¢, c1, C; — metavarijable za predmetne konstante
X, ¥,z — metavarijable za predmetne varijable
t, t;, t, — metavarijable za predmetne oznake
P, P;, P, — metavarijable za priroke i iskazna slova
Vo — osnovno vrjednovanje u iskaznoj logici

M — model

D — domena (predmetno podrucje)

d, d;, d,, d3 — C¢lanovi domene D

[I™ - ono $to oznaka t oznaCuje u modelu M i vrjednovanju v
7 — tumacenje

v — vrjednovanje varijabla

E — zadovoljenost; semanticki slijed

+ — dokazljivost (sintakticki slijed)
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Izrazi iz teorije skupova:

{x| p} skup svih predmeta x takvih da vrijedi p

X€EYy x je ¢lan skupa y

{x, y} skup kojega su Clanovi upravo xiy, {z|z=xV z =y}
@ prazan skup, {x | x # x}

XNy presjek skupova xiy, {z|z€ x Az €y}

xUy unija skupova xiy, {z|z€xVz€Ey}

(M Xi presjek svih skupova x; (i je pokazatelj), {z | Vi z € x;}
U; xi unija svih skupova x; (i je pokazatelj), {z | di z € x;}
xX—y razlika skupova xiy, {z|z€ x Az &y}

0 partitivni skup skupa x, {y | y C x}
xCy x je podskup skupa y, Vz(ze x = z € y)
xCy x je pravi podskup skupay, x CyAdz(z ¢ x Az €y)

(X1yees Xn) ureden skup (bitan je poredak ¢lanova) u kojem je prvi ¢lan
X, ..., an-ti ¢lan x,

Xy X ... XX, umnozak skupova xy, ..., x,,
{zis o sz |1 €ExX1I Ao A2y € Xy

Varijable x,y i z (s pokazateljem ili bez njega) vrijede za bilo koji skup ili ¢lan
skupa. U metateorijskoj primjeni govorimo pak, primjerice, o tome da je neka
formula ¢lan nekoga skupa formula, p € T, ili da je neki predmet ¢lan domene
modela (ili nekoga drugoga skupa predmeta), d € D.

Znak 4 na kraju odlomka oznacuje kraj dokaza.
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